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Introduction 



Dans cette these, on s'attache a l'etude de certaines theories des champs bidimensionnelles 
connues sous le nom de modeles de Wess-Zumino-Novikov-Witten (WZNW). On essaye de 
resoudre explicitement ces modeles au niveau quantique. II s'agit de trouver les fonctions 
de Green qui donnent les valeurs moyennes des operateurs de ces theories sur le vide. Un 
modele de WZNW est un modele sigma dont les champs classiques sont des applications 
de l'espace-temps bidimensionnel (une surface de Riemann £ dans le cas euclidien) dans un 
groupe de Lie G, l'espace cible. C'est une generalisation de la mecanique quantique d'une 
particule sur le groupe G, quantifiant le mouvement geodesique sur G. La dynamique de cette 
particule peut etre completement resolue grace au large groupe des symetries que forme le 
groupe G x G. Witten |146|1 a montre que cette propriete peut etre reproduite dans la theorie 
des champs bidimensionnelle si on ajoute a Paction standard du modele sigma un terme 
de nature topologique : Paction de Wess-Zumino. En plus, on obtient de cette maniere une 
theorie des champs invariante conforme. Outre la grande richesse mathematique du modele 
de WZNW, Pun des faits les plus importants est la possibilite de reproduire, par construc- 
tion quotient, d'autres theories conformes des champs. Ces theories decrivent les differentes 
classes d'universalite de comportement critique en mecanique statistique des systemes bidi- 
mensionnels. Elles sont aussi employees en theorie des cordes comme des vides classiques 
autour desquels on quantifie la corde de fagon perturbative. 

Au niveau classique, le groupe des symetries du modele de WZNW est donne par deux 
copies du groupe des lacets LG x LG, auxquels s'ajoutent les symetries conformes. Pour 
quantifier le modele de WZNW on peut utiliser soit la theorie des representations des groupes 
des lacets soit une quantification a la Feynman. Dans cette derniere approche, il est bien de 
coupler le modele aux champs de jauge externes A. La symetrie LG x LG s'etend alors a la 
symetrie chirale de jauge. Cette symetrie de jauge permet d'ecrire des expressions pour les 
fonctions de Green qui factorisent leur dependance en A en composantes chirales A 10 et A m 
du champ de jauge. Ainsi fait, l'etude du modele de WZNW se reduit a l'etude d'une theorie 
chirale (ou holomorphe dans l'espace-temps euclidien). 

La dependance holomorphe des fonctions de Green a composante chirale fixee coincide avec 
celle des etats quantiques d'une theorie topologique de jauge tridimensionnelle connue sous 
le nom de theorie de Chern-Simons (CS) |36|, |147 |. On montre formellement que les fonctions 
de Green du modele de WZNW sont determinees par le produit scalane (a la Bargmann) 
des etats quantiques de CS permettant de mettre ensemble les deux parties chirales de la 
theorie. Les calculs sont menes a un niveau de rigueur ne satisfaisant pas les criteres des 
mathematiciens. Le processus de quantification a la Feynman utilise Pintegrale fonctionnelle 
qu'on ne sait pas definir ; initialement, le produit scalaire des etats CS est aussi exprime par 
une telle integrale. Ayant mene les calculs le plus loin possible, on utilise les resultats pour 
redefinir a posteriori les objets de la theorie. On doit alors verifier que ceux-ci ont un sens 
mathematique — par exemple, on regarde la convergence d'integrales — et qu'ils satisfont 
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aux divers criteres physiques de la theorie qu'on a pu observer sur les expressions formelles. 

En pratique, on doit done comprendre la structure de l'espace des etats de CS et calculer 
le produit scalaire. Les difficultes rencontrees dans la mise en ceuvre de ce programme sont 
principalement contenues dans l'espace des orbites JV = s^ 0l /^ c des champs de jauge chi- 
raux A 01 modulo les transformations de jauge chirales. L'espace jV peut aussi etre interprete 
comme l'espace des modules des G -fibres principaux holomorphes au-dessus de la surface de 
Riemann X. On definit un etat de CS sur un ouvert dense dans compose des orbites du 
groupe et on essaye de determiner sous quelles conditions on peut etendre (holomorphique- 
ment) cet etat a tout g/ 01 . On obtient de cette maniere des regies de fusion (generalisees) qui 
determinent completement l'espace des etats de CS. 

Le calcul du produit scalaire est reduit, par un changement de variables, a une integrale sur 
et en une integrale sur l'espace des modules jV '. L'espace JV n'est explicitement decrit 
que dans un petit nombre de cas, ce qui laisse presager de nombreuses difficultes. En genre 
zero et un, les grandes etapes ont etes menees a bien 44]. Par contre, la convergence du 



produit scalaire n'a ete montree que dans un petit nombre de cas [42, 62]. On conjecture [61] 
que Pintegrale donnant le produit scalaire a la Bargmann converge si et seulement si on la 
calcule sur les etats de CS qui satisfont les regies de fusion. Nous parcourons dans la these 
ces themes en restant pres des travaux originaux. 

L'un des principaux objectifs est Petude de l'espace des etats de CS quand on fait varier 
la structure complexe J de S et les coordonnees des points oil on insere des champs. On 
note £ la sequence de ces points. L'objet mathematique qui contient Pinformation cherchee 
est la connexion de Knizhnik-Zamolodchikov-Bernard (KZB). En genre zero, il s'agit d'un 
ensemble d 'equations differentielles satisfaites par les parties chirales des fonctions de Green 
du modele de WZNW, obtenues pour la premiere fois par Knizhnik et Zamolodchikov [p9[. La 



generalisation en genre superieur est le fait de Bernard [22, |23|]. On propose une construction 
generale de la connexion de KZB dans un esprit proche de la philosophic developpee par Ax- 
elrod, Delia Pietra et Witten Cette facon de proceder permet de retrouver les resultats 
connus en genre zero et un. En termes plus abstraits, Pensemble des espaces des etats de- 
vrait former un fibre vectoriel holomorphe, appele fibre de Friedan-Shenker [pq] , au-dessus de 
l'espace des modules des surfaces de Riemann avec points marques — les £. Le produit scalaire 
a la Bargmann permet d'implementer une structure hermitienne sur ce fibre. La connexion de 
KZB est la connexion metrique (ou unitaire) sur le fibre de Friedan-Shenker, i.e. la connexion 
qui respecte les structures holomorphe et hermitienne. Nous utilisons les expressions formelles 
donnant la structure hermitienne pour deriver la connexion de KZB. On represente la con- 
nexion soit dans le langage de l'espace s$ m des champs chiraux de jauge soit dans le langage 
de l'espace des modules JY ', cette derniere representation permettant d'obtenir des formules 
explicites pour une surface de Riemann X de genre zero ou un. Un probleme important est 
de montrer, que les expressions finales donnent bien la connexion avec les proprietes voulues 
(par exemple que la connexion est projectivement plate). L'unitarite de la connexion, qui a 
ete obtenue en utilisant cette propriete au niveau formel, reste le probleme ouvert sauf dans 
des cas speciaux. 

La partie chirale (holomorphe) de la theorie WZNW, liee a la theorie tridimensionnelle de 
CS peut etre aussi vue comme une quantification d'une theorie chirale de jauge bidimension- 
nelle. C'est une theorie proposee par Hitchin [|88| comme une usine a systemes integrables. 
Un systeme de Hitchin a pour espace des configurations l'espace des modules J/ et pour 
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espace des phases le fibre cotangent (holomorphe) T*JV. L'approche de Hitchin peut etre 
aussi generalisee aux cas des surfaces de Riemann avec points marques. On essaye en ce qui 
nous concerne de trouver explicitement un ensemble complet de Hamiltoniens en involution 
pour le systeme de Hitchin. En genre zero et un ce n'est pas difficile. La discussion du cas de 
genre deux, pour G c = SL2, est, certainement, la partie la plus originale de cette these. On 
utilise la description de l'espace des modules determinee par Narasimhan et Ramanan [ 115 ]. 
Les premieres etapes vers la determination des Hamiltoniens sont le fruit d'un travail de van 
Geemen et Previato |73[ ]. Notre principal resultat est la propriete d'auto-dualite du systeme 
de Hitchin en genre deux, c.-a-d. l'invariance de ses Hamiltoniens par echange des positions 
et moments de l'espace des phases. Elle a ete demontree en utilisant une formule explicite 
pour les valeurs des Hamiltoniens de Hitchin en points generiques de T* JV — van Geemen 
et Previato ont trouve seulement l'expression sur des quartiques (de Kummer) dans les fibres 
de T*,jY . L'auto-dualite des Hamiltoniens nous a permis de completer le travail [73] et de 
demontrer la conjecture des ses auteurs sur la forme des Hamiltoniens de Hitchin. Nous avons 
aussi decouvert le lien entre le modele de Hitchin SL2 en genre deux et les systemes integrables 
de Neumann. La technique de la matrice de Lax developpee pour ces derniers nous a permis 
de trouver les variables d'action-angle pour notre modele. Ces resultats ont ete exposes dans 
des articles originaux (soumis aux journaux scientifiques) qui sont joints a la these. 

La quantification (geometrique) des systemes de Hitchin reproduit essentiellement la partie 
chirale de la theorie WZNW. On fait varier la structure complexe sur S, variation mesuree 
par une differentielle de Beltrami. On peut alors coupler les Hamiltoniens quadratiques de 
Hitchin avec les differentielles de Beltrami 5^. On a encore des Hamiltoniens en involution sur 
l'espace des phases. L'espace des etats quantiques devient l'espace des sections holomorphes 
d'une puissance d'un fibre vectoriel holomorphe (du fibre en droites determinant pour les 
cas sans insertions des points) au-dessus de jY . II coincide avec l'espace des etats de CS. 
La quantification des Hamiltoniens quadratiques donne alors la connexion de KZB. Nous 
decrivons une telle construction en genre zero, un et deux, dans le dernier cas uniquement 
pour G = SLV 
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Plan de la these 



Chapitre 1 le premier chapitre traite sommairement Paction gouvernant le mouvement 
geodesique d'une particule sur un groupe de Lie et sa quantification ; 

Chapitre 2 on aborde divers aspects du modele de WZNW. On commence par la construc- 
tion du modele classique et la description du formalisme canonique sur l'espace des 
phases. Ensuite, on quantifie le modele et on donne les diverses fagons de representer le 
groupe des symetries. On en deduit la forme generale de l'espace des etats ; 

Chapitre 3 on explique comment les etats de Chern-Simons rentrent en jeu. On etudie 
l'espace et le produit scalaire des etats de Chern-Simons en genre zero et un. On dit 
quclques mots sur le genre superieur pour le groupe G = SU2 ; 

Chapitre 4 on construit la connexion de KZB. On en deduit des expressions explicites en 
genre zero et un. On etudie egalement les systemes de Hitchin en genre zero et un ; 

Chapitre 5 ce chapitre reproduit les articles ecrits avec K. Gawedzki : « Self-duality of the 
SL2 Hitchin integrable system at genus 2», a paraitre dans Communications in Mathe- 
matical Physics, et << Hitchin systems at low genera)). Le debut est un resume en frangais. 



Un petit commentaire sur les notations. Lorsqu'on se refere a la section 1.1.1, il s'agit de 
la sous-section 1 de la section 1 du chapitre 1 ! Quand on se refere a Pequation (1.1), il s'agit 
de Pequation 1 du chapitre 1, et quand on se refere a Pequation (1) il s'agit de la premiere 
equation du chapitre courant. On utilise a Penvi les abreviations CS, KZB et WZNW pour 
respectivement Chern-Simons, Knizhnik-Zamolodchikov-Bernard et Wess-Zumino-Novikov- 
Witten. 



Chapitre 1 



Mecanique QUANTIQUE d'un MODELE SIGMA 



§1. Elements de la theorie des representations 

Soit V un espace vectoriel complexe non reduit a zero. Une representation R d'un groupe 
de Lie G dans V est un homomorphisme & R de G dans AutV, groupe des isomorphismes 
de V dans lui-meme. L'espace V est appele l'espace de representation de R. Pour simplifier, 
si g G G et v € V, on note <7 fl t> = $ fl (<7)(i;). Si V est de dimension finie n, on dit que la 
representation est de dimension finie n. Si V = C™, la representation est dite matricielle. 
Si V = L 2 (G,deg) ou dig est une mesure invariante a gauche, la representation reguliere a 
gauche, notee Jzf, est definie par : (g&f)(x) = f(g~ 1 x). On definit aussi une representation 
reguliere a droite, notee 3% : V = L 2 (G,d r g) et (g&f)(x) = f(xg). 

Une representation est dite fidele si 3> fl est injective. Un sous-espace invariant est un 
sous-espace vectoriel U tel que g R (U) C U, pour tout g £ G. Une representation est dite 
irreductible si V et sont ses seuls sous-espaces invariants. Si V est muni d'un pro- 
duit scalaire hermitien, pour lequel tout g R est unitaire, c.-a-d. g R g R = g R g R = id, la 
representation est dite unitaire. Deux representations R et R' de G, respectivement dans V 
et V, sont dites equivalentes s'il existe une application lineaire inversible E : V — > V telle 
que g R ,E = E g R , pour tout g G G. L'application E est appelee un operateur d'entrelacement. 
Cette notion d'equivalence induit naturellement une relation d'equivalence sur l'ensemble des 
representations. Suivant le lemme de Schur, si R est une representation irreductible de G 
dans l'espace V, un endomorphisme L de V tel que, pour tout g £ G, g R L = L g R , est scalaire, 
i.e. il existe un A G C tel que L = Aid. 

On peut effectuer sur les representations les operations usuelles de dualite, conjugaison, 
somme directe ou produit tensoriel. Soient R et R' deux representations de G agissant res- 
pectivement dans V et V' : 

— la representation duale R* (ou contragradiante) de R est donnee par les endomorphismes 
transposes (fi^ 1 )* agissant dans l'espace dual V* ; 

— la representation conjuguee R est donnee par les applications g R vues comme endomor- 
phismes de l'espace conjugue complexe V. Ce dernier est l'espace V muni de la multipli- 
cation scalaire par les nombres complexes conjugues. On notera v un element v de V mais 
vu comme element de V. Pour R unitaire, les representations R* et R sont equivalentes par 
l'isomorphisme naturel entre V* et V induit par le produit scalaire sur V ; 

— la somme (resp. le produit) de deux representations, notee R(B R' (resp. R R') agit 
dans l'espace V © V (resp. V <8> V ) comme suit : 

9 R@RI = 9r © g R , (resp. g R ^ Rl = g R ®g Rl ). 
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Dans la suite nous considererons des representations ou V est muni d'une structure d'espace 
vectoriel topologique. On supposera alors que, pour tout v G V, l'application G 3 g i— > g R v £ 

V est continue. 

1.1. Groupes compacts 

On suppose ici que G est un groupe compact. Soit dg la mesure de Haar sur G (bi-invariante) 
normalisee par j G dg = 1. Si l'espace de representation V est de dimension finie — les 
representations irreductibles d'un groupe compact le sont automatiquement — on peut munir 

V d'un produit scalaire hermitien rendant R unitaire. Pour cela, il suffit de prendre 

(u, v) = ( g R u | g R v ) dg 
JG 

ou (. , .) est un produit hermitien quelconque sur V. 

Soit R a une representation unitaire et irreductible de G dans l'espace V a . On se donne une 
base orthonormee {e"} de V a . On note g a -,i,j le (i,j)-eme element matriciel, soit (ef,g Ra e"). 
On connait le produit scalaire des fonctions g a -,i,j grace aux relations d'orthogonalite de 
Schur. Si R a et Rp sont deux representations irreductibles inequivalentes, alors 

g^TJ gp-, k,i dg = o. 

Pour une seule representation, 

f Si k 5j i 

I g<x\ i,j g a -, k,i dg = — '— — - 

JG "a 

ou d a est la dimension de V a . Autrement dit, les fonctions g a -,i,j sont orthogonales pour le 
produit scalaire standard sur L 2 (G,dg). 

Soit {R a } un ensemble maximal de representations irreductibles, unitaires et deux a deux 
inequivalentes. D'apres le theoreme de Peter- Weyl, la famine {d]/ 2 g a -i : j} forme une base 
orthonormee de L 2 (G,dg). La representation R a definit une application lineaire p a : V a <8> 
V a — > L 2 (G,dg) par la formule 

Pa (v0v') = d)[ 2 (v,g Ra v). 

L'image de p a est engendree par les elements matriciels g a -i,j- D'apres les relations d'orthogo- 
nalite de Schur, p a preserve le produit scalaire. Le theoreme de Peter- Weyl implique que (B a p a 
est un isomorphisme unitaire, soit 

0y a 0i/^i 2 (G,4 (i) 

a 

Un calcul rapide donne 

g^Paiv^v') = Pa{g Ra V® V 1 ), 

g^ Pa(v <g> v') = p a (v(g> g Ra v'). 
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Ainsi, l'application (BaPa entrelace la representation reguliere gauche (resp. droite) dans 
L 2 (G,dg) avec Taction naturelle de G sur les facteurs de gauche ([]) (resp. droite) dans 
® a V a ®V a . 

Soit / un element de L 2 (G,dg). D'apres le theoreme precedent, / se decompose de maniere 
unique sur {g a ;i,j} ■ 

a i,j 

OU 

N a . i;j = d 1 J 2 [ h~f(h)dh 
Jg 

et la somme dans (0) converge dans L 2 (G,dg). Posons 

f Ra =d l J 2 I f(h- l )h Ra dh. 
Jg 

On a done N a;iJ = (ef,f Ba ef). 

L'isomorphisme ([]) i : V a <g> V a — > End(V a ) tel que 

i(v (g) v')(w) = (v, w) v' 

identifie canoniquement les espaces V a (g> V a et End(V^), identification admise une fois pour 
toutes. On peut composer l'application 

L 2 (G, dg)3f^ f Ra E End(V a ) ^V Q ®V a 

avec p a . D'une part, V a <g> V a L 2 (G,dg) -> End(V^) ^ V a ® F Q donne l'identite de 
V a ® V a . D'autre part, L 2 (G,dg) End(y a ) ^ F Q ® F Q L 2 (G,dg) projette sur le 
composant V a <8>V a de la decomposition (|l|). La formule (||) peut etre mise sous forme de 
transformed de Fourier : 

f(g) = Y, d - 2tT f^ Ra 

a 

exprimant la decomposition (|l|) des representations regulieres de G en representations irreductibles. 
L'unitarite de cette decomposition conduit a la formule de Parseval-Plancherel 

11/11* = / \f(9)\ 2 dg = J2WfnX s 
JG a 

ou la norme de Hilbert-Schmidt d'une application lineaire A est definie par ||^4||jL = tr A* A. 

Enfin, chaque representation unitaire de dimension finie est equivalente a une somme de 
representations irreductibles (Q) — le complement orthogonal de chaque sous-espace invariant 
reste invariant. 



*L'action a gauche de g G G sur © a (v a ®v' a ) conduit a : ® ( g v a ® v' a ). 
^L'inverse de i est l'application t _1 : End(V a ) 9 <f> —* e ? ® 4>{ e ?) G V a ®V a . 

i 

^'assertion reste vraie pour des representations de dimension infinie dans la categorie hilbertienne. 
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Le caractere d'une representation R de dimension finie est la fonction Xr '■ G — > C telle 
que 

Xr(9) = trg R . 

Pour les representations irreductibles R a , XrAb) = Yli9a;i,i- Les caracteres revelent des 
proprietes interessantes. La plus importante est l'invariance sur les classes de conjugaison, 
soit 

XRihgh- 1 ) = Xr(9)- 

On dit alors que le caractere de R est une fonction de classe. Au niveau des caracteres, 
l'equivalence entre representations duale et conjuguee se traduit par : 

XR-{g) = x R {g~ l ) = x^^ 1 )- 

Si R et R' sont deux representations quelconques de G : 

X-R&RI ~ XR+ X R I 1 

Ces deux proprietes justifient en partie le paragraphe suivant consacre a l'anneau des representations. 

Les relations d'orthogonalitee de Schur impliquent des relations d'orthogonalite de car- 
acteres. Si R a et R/3 sont deux representations irreductibles inequivalentes de G, alors 

/ XR a (g) XR {g) dg = o 

Jg 

et pour une seule representation 

/ \x Ra (g)\ 2 dg = i. 

Jg 

Les caracteres XR a ferment une base orthonormale dans le sous-espace des fonctions de classe 
de L 2 (G,dg). 

La notion de caractere est importante, car elle permet de determiner les representations a 
equivalence pres. En effet, si R et R! sont equivalentes alors Xr = Xr' - L'inverse est aussi vrai : 
si R = @pRp alors J G x Ra (g) X R {g) dg donne la multiplicity de la representation irreductible 
R a dans la somme ®pRp. On peut ainsi reconstruire R de Xr a equivalence pres. 

1.2. Anneau des representations K(G) 

II est naturel de considerer l'ensemble C(G) des classes d'equivalence de representations de 
dimensions finies de G et d'essayer de lui adjoindre une structure d'anneau ; la construction 
suivante reste valable pour un groupe non-compact. 

Notons [R] la classe d'equivalence de la representation R. On definit les operations pro- 
duit et somme sur les classes d'equivalence comme prolongement des operations sur les 
representations : 

f [R] + [R>] = [R® R'] = [R'\ + [R] 
\ [R] ■ [R'\ = [R <S> R'] = [R'\ ■ [R]. 
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A ce stade, C(G) est un semi-groupe. Pour obtenir un anneau, il nous faut construire l'inverse 
pour l'addition. Suivant Grothendieck, on definit une relation d'equivalence sur C(G) x C(G) 
par 

([ad, [R 2 ]) ~ ([R[], [R' 2 ]) <=> [Ri] + [R' 2 ] = [R'i] + m 
La transitivite est une consequence de la regie d'annulation pour la loi + sur C(G) : 

[R] + [Q] = [R'] + [Q] => [R] = [R']. 

Soit K(G) l'ensemble des classes d'equivalence de C(G) xC(G) vis a vis de ~. Les operations 
somme et produit dans C(G) descendent a K(G). On verifie aisement que — ([i?i], [i?2])~ = 
([-^2]; Pour simplifier, on notera [R\] — [R2] la classe d'equivalence {[Ri], [R 2 ])~. Un 

element de K(G) est appele une representation virtuelle de G. Le triplet (K(G),+, •) est 
alors un anneau commutatif, V anneau des representations. 

On a defini precedemment les notions de representations duale et conjuguee ; ces dernieres 
s'etendent a K(G). II est clair que ces deux operations sont des involutions de K(G). De plus, 
pour les groupes compacts, la dualite et la conjugaison dans K(G) coincident. 

Pour un groupe de Lie compact, simple, connexe et simplement connexe il existe une cor- 
respondance bijective entre poids dominants et representations irreductibles (cf. section 2). 
On note pi la classe d'equivalence de la representation irreductible unitaire correspondante 
au poids fondamental Aj. On montre alors || p. 164] 

Proposition. — L'anneau des representations est isomorphe a l'ensemble des polynomes 
a coefficients dans Z sur les classes d'equivalence de representations de plus hauts poids 
fondamentaux, i.e. 

K(G) Z[px,... ,p r }. 



§2. Algebres de Lie simples 

Soit G un groupe de Lie compact, simple, connexe et simplement connexe. On note g 
l'algebre de Lie de G et g c l'algebre de Lie complexifiee de q, c.-a-d. g c = g©ig. Le groupe de 
Lie complexifie G c est le groupe connexe, simplement connexe (unique a isomorphisme pres) 
ayant pour algebre de Lie g c . L'algebre g est fixee par l'involution anti-lineaire X 1— > de 
g . Nous utilisons la convention des physiciens pour laquelle l'application exponentielle qui 
envoie g dans le groupe G est g 3 X *— > expiX. Le groupe G est un sous-groupe compact 
maximal de G c fixe par gg^ = 1, i.e. (expiX)t = exp — iX. Une excellente reference pour 



tout ce qui suit est |p7 |. 



On decompose g c relativement a une sous-algebre de Cartan t, soit une sous-algebre 
abelienne maximale dans g, 

ou e a est un vecteur propre dans g c pour Taction adjointe de t : 

[X,e a ] = a(X)e a , VlGt. 
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Par construction, les a sont des elements de t*, appeles racines de g . On note A l'ensemble 
des racines. II est possible de choisir les vecteurs e a de telle sorte que e« = e_ Q et le commu- 
tateur 

[e a , e_ a ] = a , 
qui appartient a l'algebre de Cartan t, satisfait 

a(a v ) = 2. 

On appelle a v la coracine associee a la racine a ; on note A v l'ensemble des coracines. Par 
contre, si a, (3 £ A, a / —(3, on a 

[ea.ejj] = N af3 e a+ p 

et iV a/3 = si a + /3 ^ A. 

La forme de Killing de g est la forme bilineaire non degeneree K(X,Y) = tradx o ady 
sur g x g, ou tr est la trace lineaire. On prefere renormaliser la forme de Killing en posant 
tiXY = K(X,Y)/I ( p. On fixe le coefficient 1$ plus loin. La forme de Killing est invariante 
dans Taction adjointe, i.e. tr [X, Y] Z + tvY [X, Z] = 0, mais aussi par tout automorphisme 
de l'algebre. Elle est unique a normalisation pres et s'etend naturellement a g c . Avec nos 
hypotheses sur G, sa restriction tr | tx t est non degeneree, done VA G t*, il existe un unique 
X\ G t tel que \{X) =tiX\X pour tout X £ t et tr Xfi = trX\ X^ = X(X^) = n{X x ), pour 
A et fj, dans t* . On a 

A(a v ) = tr [e a , e- a ] X\ = tr e- a [X\, e a ] = tr Aq tr e_ Q e a . 

Pour A = a, on obtient 2 = tra 2 tre_ a e Q . II suit done que 

9 4 9 

V ^ v i / V\2 ~\t~ * V 

a = w x - tr(a)= w' Xa = ^WY a ■ 

On peut toujours choisir (^) J=1 ... r une base orthonormee de la sous-algebre de Cartan f c , 
avec (hi)^ = h? . On montre que tre a /i J = = treae/3, a + [3 / 0. L'ensemble des e a et des 
W forme une base de Cartan- Weyl pour g c . Une base de la forme compacte g est donnee 
par h? ,i(e a — e^ a ),e a + e_ a . Dans les applications, on privilegie souvent l'usage d'une base 
orthogonale (t a ) avec 

tvt a t b = 5 ab /2, [t a ,t b ]=if abc t c 

(sommation sur c !). Les f abc sont les constantes de structure de l'algebre de Lie. Ces con- 
ventions sont en accord avec la base utilisee pour l'algebre 5I2, c.-a-d. t a = a a /2 ou les a a 
sont les matrices de Pauli. En ce qui concerne la base de Cartan- Weyl de 3(2 : e± a = et 
h = cr 3 /\/2. On a deux racines ±a avec a(h) = 

Les algebres ri-t = (B a >o ! Ce± a sont deux sous-algebres nilpotentes maximales dans g c . On a 
g = n + ©t c ©n_. On appelle traditionnellement sous-algebres de Borel les sous-algebre b± = 
t c © n-t. Ici, on va utiliser aussi la sous-algebre b = it © n + . La decomposition d'lwasawa 
certifie que g c = g © b. Au niveau des groupes de Lie, cela donne une decomposition de G c 
par rapport au groupe B d'algebre b. Ainsi, tout element /1 de G c se decompose de maniere 
unique en 
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avec g dans le groupe compact G, c.-a-d. gg^ = 1, v a G C et ip G t. Pour rappel, e 1 ^/ 2 n'est 
pas dans le groupe compact, avec nos conventions sur l'application exponentielle. 

L'ensemble des racines engendre t* mais ce n'est pas une base de t*. Une sous-famillc 
(cci, . . . , a r ) de A est appelee une base de A si B est une base de t* et toute racine a de g c 
est une combinaison lineaire des «j £ 5, a coefficients entiers tous ^ (pour a G A + C A) 
ou tous ^ (pour a G A_ C A). Le rang de g c , note r, est egal a la dimension de t. Les 
«j, i = 1, • • • , r, sont appelees les racines simples. Les racines de g c appartenant a A + 
sont les racines positives, et celles appartenant a A_ les racines negatives. 

Parmi toutes les racines positives, il existe une racine privilegiee, la racine la plus grande 
4>. C'est l'unique racine telle que (f> + a g" A, pour tout a G A+. On normalise alors la forme 
de Killing tr par tr</> 2 = 2. Ceci fixe completement le coefficient 1^. Si on decompose cj> et <fi y , 
la coracine de (f>, sur une base avec 4> = Y2i hoti et = Y2i k^ot^ — les coefficients fcj (k^) 
sont les labels de Kac (duaux) — le nombre de Coxeter et le nombre de Coxeter dual sont 
respectivement 

i i 

A la fin de la section, on montre que la normalisation choisie pour la forme de Killing conduit 
a I(f> = 2<7 V . En particulier, on obtient : dans la base orthogonale, 

rabcrbcd V^aci 



La table suivante presente la classification de Cartan des algebres simples. L'indice r 
indique le rang de Palgebre, d la dimension et g y le nombre de Coxeter dual : 



9 C 





d 


r 


5 V 


v4^> 


su(r + 1) 


r 2 + 2r 


1,2,..- 


r + 1 


B r 


5o(2r + 1) 


2r 2 + r 


2,3,-- 


2r - 1 


Cf 


sp(2r) 


2r 2 + r 


3,4,--- 


r + 1 


D r 


so(2r) 


2r 2 - r 


4,5,--- 


2r - 2 





d 


5 V 


Eq 


78 


12 


E 7 


133 


18 


Eg 


248 


30 


Fa 


52 


9 


G 2 


14 


4 



Le groupe de Weyl W est le sous-groupe de GL(t*) engendre par les reflexions par rapport 
aux hyperplans L a = {[3 G t* | tr/3a = 0}, r a : t* 3 a i — > /U — u(a v )a G t*. On appelle 
chambre de Weyl une des composantes connexes de t* \ U a eA L a - Le groupe de Weyl 
satisfait les proprietes suivantes : 

- W est fini, W preserve la forme de Killing ; 

- Paction de W sur l'ensemble des chambres de Weyl est simplement transitive, i.e. il existe 
un unique element w G W tel que w(C) = C, si C et C sont deux chambres de Weyl ; 

- si B est une base de A, W est engendre par les r ai (ai G B), appelees reflexions simples ; 

- l'adherence C d'un chambre de Weyl C est un domaine fondamental pour W : toute 
orbite de W dans t* intersecte C en un seul point. 

Soit T un tore maximal dans G, c.-a-d. un sous-groupe de Cartan d'algebre de Lie q. On 
peut identifier W et N(T)/T ou N(T) est le normaliseur de T dans G, i.e. N(T) = {g G 
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G | gTg^ 1 = T}. Le quotient N{T)/T est juste l'ensemble des automorphismes de T induits 
par les automorphismes interieurs de G. Ainsi, si w G N(T)/T, il existe g G N(T) C G tel que 
= gtg~ l , pour tout i G T. L'element iu induit un automorphisme lineaire de t et done 
de t*. Dans ce langage, les reflexions simples r ai sont donnees par exp[7ri (e ai + e_ a J/2] G G. 

La matrice de Cartan A est la matrice ayant pour element (i,j) : a. L j = 2tr Qj aj /tvaj. 
La matrice A verifie les proprietes suivantes 

Hi = 2, si i, j = 1,... ,r 

iy=0<^aji = 0, si z, j = 1, . . . ,r (3) 
k a„ £Z_, si i, j = 1,... ,r, i + j 

A est definie positive, (4) 

c.-a-d. tous les mineurs principaux de A sont strictement positifs. En particulier, A est une 
matrice de rang r. Cette matrice caracterise completement Palgebre g c . Ainsi la classification 
des algebres de Lie simples se reduit a la classification des matrices de Cartan. 

Le sous-groupe additif de t* engendre par A est un reseau, appele reseau des racines et 
note Q. Les coracines engendrent egalement un reseau dans t, appele reseau des coracines et 
note Q y . Un poids A est un element de t* tel que X(q v ) G Z, pour tout q v £ Q y . L'ensemble 
des poids forme un reseau P C t*, appele reseau des poids. Par construction, P = {Q y )* est 
le reseau dual a Q y et Q C P C t*. Le reseau dual a Q, note _P V , est le reseau des copoids ; 
qv pv c ^ eX p . g _^ q es ^ I'application exponentielle, Q y = {X G t | exp(27riA) = 1} 
et P v = {X G t | exp(2vuA) G Z(G)}, oh Z{G) est le centre de G. Z(G) P v / Q v ^ P / Q 
et |Z(G)| = detvl. Les poids tels que \i{a v ) = 5{j sont les poids fondamentaux. Les poids 
fondamentaux forment une base de P : tout poids A s'ecrit de maniere unique A = Xw n «^*i 
avec rii G Z. On note P + l'ensemble des poids dominants, pour lesquels rij ^ 0. 

Une representation (de dimension finie) de g c dans un espace vectoriel (V de dimension 
finie) est un homomorphisme d'algebres de Lie g c — > On utilise a l'envi le terme 

module pour parler de representation. Un module M est un espace vectoriel plus une action de 
Palgebre. Clairement, il s'agit juste de deux manieres de considerer le meme objet. Comme on 
s'y attend, on echange representations d'algebres et de groupes par integration ou derivation. 
Un module M\ est dit de plus haut poids s'il existe A G t* et un vecteur v\ G M\, tels que 

e a v x = Va G A+, Xv x = X(X) v x \/X G t, et M x = ^(g c )v x 

ou ^ (g c ) est Palgebre enveloppante de g c . On dit que A est le plus haut poids de la 
representation — meme si rien ne nous dit que A est un poids dans le sens donne aupar- 
avant — et v x est un vecteur de plus haut poids. Tout vecteur de M x appartient a % (n_) v x . 
Une representation est dite unitaire s'il existe un produit scalaire sur M tel que la conjugaison 
hermitienne correspondante envoie l£g c vers At. 

Parmi toutes les representations de plus haut poids A fixe, il existe une representation plus 
grande que toutes les autres, le module de Verma V x a partir duquel on obtient n'importe 
quel autre module de plus haut poids A en quotientant par un sous-espace invariant, et une 
plus petite, la representation irreductible H x , obtenue en quotientant par le plus grand sous- 
espace propre invariant. Le module de Verma admet une unique forme hermitienne, la forme 
de Shapovalov, telle que = X et (v x , v x ) = 1. Le plus grand sous-espace propre invariant 
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est alors le sous-espace des vecteurs orthogonaux a tous les autres. La forme de Shapovalov 
descend done sur H\ pour donner une forme hermitienne non-degeneree sur H\. 

Les representations unitaires de plus haut poids sont celles pour lesquelles la forme de 
Shapovalov sur H\ est positive. C'est le cas si, et seulement si, A G P+. Ainsi, le theoreme 
du plus haut poids dit que les representations de g c irreductibles, unitaires de plus haut 
poids sont enumerees par les plus hauts poids A G -P+. Elles sont toutes de dimension finie, 
et s'integrent en des representations irreductibles, unitaires de G. Reciproquement, toute 
representation irreductible, unitaire de G se derive en une representation de g c , irreductible, 
unitaire, de plus haut poids. Ainsi, on peut egalement enumerer les classes d'equivalence de 
representations de G irreductibles et unitaires par les poids dominants. En plus, Paction de 
t sur M\ est diagonale, on peut done decomposer l'espace de representation en une somme 
directe 

M x = 0M A (/i), M x {u) = {v G M A | Xv = u(X)v,VX G t}, 

eventuellement vide. Si M\(p) / 0, p est un poids de l'algebre de Lie et p = A — Yli a e> oh 
at G A+. 

Le Casimir quadratique est Pelement de l'algebre enveloppante 

C = |^( treie ^ _1 eie i 

ou (ei) est une base quelconque de C , dont le choix ne change pas C. Mieux encore, le 
Casimir est dans le centre de l'algebre enveloppante. Dans la base orthogonale et dans la base 
de Cartan-Weyl, 

c = t a t a = Y. tI Y~ {eae ~ a + e - a6a) + i E ww - 

a>0 j=l 

Le Casimir quadratique dans une representation R de plus haut poids A est obtenu en rem- 
plagant les ei par les (ei) R dans C. Suivant le lemme de Schur, ce Casimir agit scalairement. 
On note C\ ce scalaire. On trouve aisement que C\ = ^tr A (A + 2p), ou p est le vecteur de 
Weyl : p = \ J2 a >o a = Yli ^i- En particulier, la racine la plus grande <p est le plus haut poids 
de la representation adjointe. On constate que le Casimir dans la representation adjointe 
est ^ tr cj? + g y — 1. D'autre part, en utilisant la base orthogonale, on trouve = I < p/2. Au 
total, 

I^ = 2 5 v +tr0 2 -2. 

En convenant, comme on le fera toujours, que tr <p 2 = 2 on voit que 1^ = 2g y et que le nombre 
de Coxeter dual est aussi le Casimir quadratique de la representation adjointe. 

Soit R une representation de G de dimension finie. Le caractere de G est une fonction de 
classe. Or, tout element de G est conjugue a un element du tore maximal T, done le caractere 
est completement determine par ses valeurs sur T. On peut poser 

Xr(u) = tr R e iu 

pour u G t et tr R represente la trace dans la representation R. Le caractere dans une 
representation irreductible unitaire de plus haut poids A est donne par 

XA(n) = ^dimM A (^)e^«), 



3. Mouvement geodesique d'une particule sur un groupe 
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ou plus explicitement par la formule des caracteres de Weyl : 

Xx{u) = n(u)- 1 (-lf w) e iw ( x+ ^ 

ou £{w) est le nombre de racines positives transformers par w en racines negatives et H(u) 
est le denominateur de Weyl 

U(u) = Y (-l) e{w) e iwp{u) = e ip{u) Y[(l~ e~ ia{u) ). 

On obtient la formule de la dimension de Weyl dormant la dimension de M\ en evaluant 
X\ en 0, 

tr (A + p)a 



tr pa 



§3. Mouvement geodesique d'une particule sur un groupe 

Le mouvement geodesique d'une particule sur une surface riemannienne M munie d'une 
metrique 7 = r y IIU dx p dx u est habituellement gouverne par Taction donnee par la longueur 
geodesique : 

S Lg .(x(.)) = Jds = l ^(x)^±-) 1/2 dr 

oil x : [0, T] 9 r — > x(r) G M est la trajectoire de la particule. L'equation 5Si. g .(x(-)) = 
d'une geodesique est 

d 2 x» „ , , dx v dx x 

ou r est le symbole de Christoffel. La longueur geodesique est invariante par reparametrisation 
— c'est un objet purement geometrique. La presence de la racine carree prefigure des difficultes 
techniques. C'est pourquoi on prefere utiliser une autre action classiquement equivalente : 

1 f T dr^ dr v 

SW) = \ I ^(x)^-^-dr. (5) 

La nouvelle action n'est plus invariante par reparametrisation. L' action de Polyakov 

S P (x(-), h(-)) = § J llxv (x) h-Wdr + \ J h^dr 

permet de retrouver la longueur geodesique en minimisant h(-). Quand on fixe la <(jauge» a h = 
1, on trouve Paction (|5|) (a une constante pres) mais on brise l'invariance par reparametrisation. 

On s'interesse au mouvement d'une particule sur un groupe de Lie G compact, simple. 
La forme de Killing fournit une metrique riemannienne sur G. La mecanique de la particule 
t 1 ^ g(r) est gouvernee par Paction 



S{g(.)) = -\ J txig-^gfdr 
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oil k est une constante de couplage strictement positive. L'action se transforme simplement 
dans la multiplication point par point 

S(gm) = S(gi) + S(g 2 ) + | J tr (g^drgi) {g%d T g^ x ) dr 

La variation de Taction suivant la transformation g ^ g + Sg, fixee sur le bord, est 

5S(g) = \J tr ((g- l 5g)d T (g- 1 d T g)) dr. 

Par consequent, Pequation classique du mouvement 5S(g) =0 conduit a 

dAg^drg) = 0. (6) 
L 'equation (||) est invariante par les transformations 

g -> gig g^ 1 

ou g± et 52 sont deux elements quelconques fixes de G. Comme tout element de G est conjugue 
a un element du sous-groupe de Cartan, on peut utiliser cette invariance chirale de sorte que 
l'espace des solutions soit parametrise par 



g(r)=gW TV g^ (7) 



oil (g&, gse) G G x G et v £ i. 



L'ensemble des configurations instantanees du systeme forme l'espace des configurations G. 
L'espace cinematique est le fibre tangent a G, note TG. On peut identifier TG a G x g, ainsi 
on parametrise TG par les donnees de Cauchy (g(0), | (g~ 1 d T g)(0)), soit (g^g^ 1 , gm^gm )• 
L'espace des phases est le fibre cotangent a G, note T*G. II peut etre aussi identifie a G x q 
ou l'action d'un covecteur sur un vecteur tangent devient 

ag,X)\(g,Y)) = (X,Y)=tvXY. 

Soit g~ 1 dg la 1-forme sur G a valeurs dans ig definie par 

((g,X)\g- 1 dg)=iX. 

Le covecteur (g, Y) coincide alors avec j tr Y g~ 1 dg (g). Le passage de TG a T*G se fait par 
la transformation de Legendre A, c.-a-d. l'application A : TG 3 (g,X) i — > (g,A g (X)) £ T*G, 
avec 

{W,A g (X))=± L(g,X + eW), 



e=0 

2 



L etant le Lagrangien du systeme : L(g,X) = %trX z . On obtient (W,A g (X)) = f tiXW, 
d'ou 

A g (X) = k -X. 

Le Hamiltonien du systeme est defini par H(g, A g (X)) = —L(g,X) + tr XA g (X) d'ou 

H(g,Y) = UtY 2 . 



4- Quantification 
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L'espace des phases est un espace symplectique, c.-a-d. une variete equipee d'une 2-forme 
fermee non degeneree. Considerons la 1-forme sur T*G 

Lo{g,Y) = \ti(Yg- l dg)oT (gY) TT 

ou Tir est l'application tangente a la projection canonique ir : T*G — > G — omise dans la 
suite. La 2-forme U = dw est la forme symplectique canonique sur T*G. 

Nous pouvons parametriser l'espace de phase T*G par la transformation de Legendre des 
donnees de Cauchy : 

(g,Y) = (9x9m 1 , \gsevg~ 1 ). 

Avec cette parametrisation 

u = i trv (9^ 1(l 9,z> ~ g^dgse) ■ 
La forme symplectique Q se scinde alors en deux composantes 

= du) — — 

ou 

fls? = y tr (v {g^dg^) A2 - dv A g]}dg^) 
et la meme expression pour Q, M mais en remplagant g^ par g M . Le Hamiltonien devient 

H{g<e, 9st, v) = \trv 2 . 



§4. Quantification 

Une quantification naturelle consiste a prendre, comme espace des etats quantiques, 
l'espace de Hilbert des fonctions de carre sommable H = L 2 (G,dg) — pour une variete 
riemannienne quelconque, on aurait pris H = L 2 (M, fi 7 ), 7 etant le volume riemannien. On 
normalise la mesure de Haar par j G dg = 1. D'apres le theoreme de Peter- Weyl, 



a 

ou les R a forment un ensemble maximal de representations irreductibles, unitaires de G 
agissant dans les espaces vectoriels (de dimension finie) V\ a , X a etant le plus haut poids de 
la representation R a . 

Soit (t a ), comme auparavant, une base orthogonale de Palgebre de Lie g de G telle que 
tr t a t b = 5 ab /2 et [t a , t b ] = if abc t c . Pour decrire Taction infinitesimale de l'algebre, on introduit 
deux operateurs J a = \ d££(t a ) et T = \ d^(t a ), c.-a-d. 



( ja f)(9) = \ i Jio K'-'g). (J a f)(g) = \ | /(,/(• 



iet a 

/:./;• 

e=0 
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On verifie que ces operateurs satisfont les relations de commutation suivantes 

[j a , J b ] = if abc j c , [T,j b ] = if abc T. 

Pour definir le Hamiltonien du systeme, on introduit l'operateur de Laplace-Beltrami. Si 
M est une variete riemannienne, on pose 

(*,-Alb$) = jj^d^dv® n,, 

ou (., .) est le produit scalaire L 2 . Pour M = G, l'operateur de Laplace-Beltrami, note Aq, est 
un operateur symetrique, auto-adjoint, positif. Restreint a V\ a (8> V\ a , il agit comme — C\ a 1, 
C\ a etant le Casimir quadratique de la representation R a . Le Hamiltonien est alors J$? = 
-\ Alb 5 c.-a-d. 

^ = \r r = \TT = -|a g . 

Comme toujours, on peut aussi utiliser une quantification a la Feynman. II est bien connu 
qu'en mecanique quantique les deux approches sont equivalentes. Considerons le noyau de 
l'operateur e _Tt ^, i.e. 

(e- T ^a>)( gi ) = J {e- T ^)( gi ,g 2 )^(g 2 )Dg 2 

pour £ J$f. On peut exprimer ce noyau par l'integrale fonctionnelle sur tous les chemins 
r — ► g(r) fixes sur le bord : 

(e-( t '- t ^)(g 1 ,g 2 )= J Dg 

ff(*)=ffi 

g(?)=92 

ou la mesure Dg est le produit formel des mesures de Haar I1o<t<t ^5 r ( r ) sur ^ e groupe G et 
l'integration sur le temps dans S(g) est limitee a l'intervalle [t,t']. 

Une consequence de cette representation est la formule de Feynman-Kac (version eu- 
clidienne) j77|] : pour < t\ ^ . . . ^ t N < T, 

J * 2 (s(T)) ®g(k) Re *i(s(0)) e" 5 ^ Dg 

= <* 2 | e~ (r ~ ijv) * g RN Q-^-ttf-i) * . . . e -(*a-*i) e -*i ^ 

ou les deux cotes appartiennent a (££)^EndV> £ — <S)^(Va £ ® Va/)- A droite, doit etre 
interprete comme la matrice des operateurs (bornes) de multiplication dans H par les elements 
matriciels de g Re . L'integrale sur les chemins a droite peut etre definie rigoureusement comme 
celle d'un mouvement brownien sur G. En integrant sur les chemins periodiques [0, T] 3 
t — ► G, g(Q) = g(T), on obtient une autre version de la formule de Feynman-Kac : 

T = j ®g(t E ) Re e~ s ^ Dg 

g pcriodiqucs 

= tr H ( e -(T-tw)Je , ^ e -(tw-t*r-i)je' ... e~ ( * 2_tl) ^ g Rl e"* 1 ■*") 

ou la trace tr H est prise sur H. Nous allons appeler T la fonction de Green. Bien que 
sous-entendues, les fonctions de Green dependent de t et de R. 



5. Mecanique quantique quotient 



19 



§5. Mecanique quantique quotient 

La construction quotient — en anglais «coset construction » — prend ses racines dans 
la theorie conforme des champs. On peut faire agir sur l'espace H = L 2 (G,dg) le groupe 
G x G = G<£ x Ggg, produit des actions a gauche et a droite. Soient H un sous-groupe 
de G x G et L 2 (G,dg)n le sous-espace de H forme des fonctions invariantes par H. Si H 
est un sous-groupe de G% ou de Ga% ou un produit de tels sous-groupes, on obtient des 
fonctions invariantes sur les espaces quotients correspondants. Ici, on choisit un sous-groupe 
dans la partie diagonale Gdiag C G <£ x Ggg, c.-a-d. H C Gdiag! on obtient alors des fonctions 
invariantes par Taction adjointe de H, c.-a-d. des fonctions definies sur G/Ad(H). On peut 
decomposer les representations irreductibles de G par rapport a H : 

Vx g = ®M^®V Xh 

Ah 

ou \h fait reference au plus haut poids d'une representation irreductible de H. Les espaces 
intermediaries sont canoniquement isomorphes a Hom(V\ H , V\ G ) H . II suit 

L 2 (G,dg)^ M X x G H ®V XH ®Ml?®V x , H . 

Or, d'apres le lemme de Schur, l'espace des vecteurs de V\ H <8> Vy H invariants par Taction 
diagonale de H est simplement <5a h ,a' h done 

L 2 (G,dg) H ^ M X X G H ®M^. 

Soit I) 1 - le complement orthogonal de Talgebre de Lie f) de H. On decompose la base (t a ) en 
une base (t a ) de f) et une base (t a ) de t) ± . Les Laplaciens Ac, A// = — J a J a et A// = — J J 
commutent avec Taction (infinitesimale) a gauche et a droite de f). On peut done prendre 

-|(A G -A H ) = -|(A G -A H ) = 

comme Hamiltonien sur L 2 (G,dg)n- Notons que le Hamiltonien trouve n'est pas Toperateur 
de Laplace-Beltrami pour la metrique projetee sur G/Ad(H). Les fonctions de Green de la 
mecanique quantique correspondante, qu'on va appeler pour des raisons historiques ((G/H)), 
peuvent etre definies comme 

Fg/h = Tr(e- {T - tN) ^ f N e-( tN ~ tN - l)je ... e- {t2 ~ tl)je f!e- tlje ) 

ou fe G L 2 {G,dg)u- Elles sont a valeurs numeriques. Dans le cas particulier ou H = G, 
l'espace L 2 (G,dg)c est compose de fonctions de classes et les caracteres des representations 
irreductible ferment sa base orthonormale. Dans ce cas, le Hamiltonien Jtf? s'annule et les 
fonctions de Green Tq/q divergent. 

On peut reobtenir le systeme quotient {{G/H)) en couplant le mouvement geodesique sur 
le groupe G a un champ de jauge A± a valeurs dans f) C . L'action couplee est 



S(g, A+, A_) = S(g) + | / tr {A+g^drg + gd^A^ + gA+g^A- - A + A^) dr 
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oil, plus generalement, on peut prendre g a valeurs dans G c . La nouvelle action est laissee 
invariante par la transformation de jauge 

h g = hgh-\ h A ± =hA ± h- 1 + hd T h- 1 

oil r i — > h(r) est a valeurs dans H. Si on decouple les actions a gauche et a droite, on trouve 

S(h l9 h 2 , h2 A+, hl A„) = S(g,A + ,A_)-S(h^h 2 ,A + ,A_), 

= S(g,A +1 A_) + S(h x h^ x , h *A + ^A_). 

Les fonctions de Green T(A + ,A_) obtenues en remplagant Paction S par Paction couplee 
changent dans une transformation de jauge comme 

T{ h2 A+ h lA _ ) = e s(h^h 2 A + A-) ® hl{n) Re T(A + ,A„) ®h 2 { n )-]. 

i i 

Afin de decoupler les actions de gauche et de droite, on peut changer un tout petit peu Paction 
en posant S(g, A + , A^) = S(g, A + , A^) + § J" tr A + A^dr. Les fonctions de Green V qui en 
resultent changent done comme (0) 

T(!»A + ,t*A-) = e sK\A-)+s(h 3 ,A + ) ®h 1 (Tt) Jtl f(A + ,A-) ®h 2 { n y R ]. 

Pour les fonctions de Green normalisees {®tg(T£) Rt )a+,A- = Z(A+, A_) _1 T(A+, A-), oil Z 
est la fonction de partition pour Paction jaugee Z(A + , A_) = J e~ s ( 9 ' A +' A ~^ Dg, on obtient : 

(®g(n)R l ) A+ ,A_ = ®hx{ri) Re {®g{n) Rt )h 2A+ h lA _ ®h 2 {n)~]. 

Que Pon prenne S ou S, cela ne change rien a P affaire. 

Les fonctions de Green V G j H du modele {(G/H)) sont obtenues en integrant sur des chemins 
periodiques g(r) et sur les champs de jauge A_ = —A\_ : 

T o/H = [l[fi(g)e- s ^ A +> A ^ DgDA + DA_. 

Notons que Pintegrale sur g peut etre exprimee par la fonction de Green T(A + , A-). Les 
champs de jauge apparaissent quadratiquement dans Paction et on peut d'abord integrer sur 
eux comme Pintegration est gaussienne. On reste alors avec Pintegrale sur g avec Paction 
effective 

SM = -\ J tr(( 5 - 1 a r5 ) 2 + 2(g- 1 d T g)(l-EAd g E)- 1 EAd g (g- 1 d T g))dT 

oil E est le projecteur orthogonal de g sur [). Comme pour le mouvement geodesique sur G 
quantine, les fonctions de Green de la mecanique quantique ({G/H)) peuvent etre calculees 
par Panalyse harmonique sur G (et sur H). 



Pour Taction modifiee, 

S(h ig h 2 , h2 A+, hl A.) = S(g,A + ,A-)-S(hT\A-)-S(h 2 ,A + ), 
= S( 5 ,^ + ,A_) + S(/ l ife 2 - 1 ,' I M + ,' l M_). 
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MODELE DE WESS-ZUMINO-NOVIKOV-WlTTEN 



§1. Action de WZNW 

1.1. Modele sigma bidimensionnel 

Au cours du precedent chapitre, on s'est interesse au mouvement geodesique d'une parti- 
cule sur un groupe compact G. Maintenant, on etudie une action analogue definie pour des 
applications £ 3 £ e G, £ etant une variete reelle < ?f 00 , bidimensionnelle, compacte, 

munie d'une orientation et d'une metrique riemannienne 7 = 7^ dx^ dx v . On obtient (la 
version euclidienne d') un modele sigma bidimensionnel d'espace cible un groupe compact 
G defini par Paction 

kS a (g) = --^ / ti jig' 1 dg^^dg)^ 

oil fi 7 est le volume riemannien et k est une constante de couplage positive. Si on se donne un 
systeme de coordonnees locales (x, y) compatible avec l'orientation donnee, Paction devient 

kS a (g) = -l j^r u g-%9 9^dug^d 2 a (1) 

ou d 2 a est la mesure associee a la forme dx Ady, = d/dx^, (7^) est Pinverse de la matrice 
{lixv) et ^7 = \/det (7^). 

Deux metriques riemanniennes 7 et 7' sont conformement equivalentes s'il existe une fonc- 
tion a £ ^°°(£,]R), telle que 7 = e CT 7', i.e. si 7 et 7' sont dans la meme orbite des trans- 
formations de Weyl 7 1— > e CT 7. Produire une classe conforme de metriques est equivalent a 
la donnee d'une structure complexe sur S, c.-a-d. d'une classe d'equivalence d'atlas ana- 
lytiques. La variete £ munie d'une structure complexe devient une surface de Riemann. Les 
coordonnees locales reelles (x,y), induites par les coordonnees complexes z = x + iy de la 
structure complexe correspondante a la classe conforme de 7, sont des coordonnees isother- 
mes pour 7, soit 7 = p(dx 2 + dy 2 ) ou p est une fonction < ^' 00 a valeurs reelles sur la carte 
correspondante. Les formes dx A dy definissent l'orientation de £. On dit que la structure 
complexe sur £ correspondante a une classe conforme de metriques est compatible avec les 
metriques de la classe. 

Une structure presque complexe sur une variete bidimensionnelle reelle £ est la donnee 
d'un automorphisme J du fibre tangent T£ tel que J 2 = —1, ou 1 est Pidentite de T£. 
L'application J s'etend en un automorphisme du fibre complexifie T c £ = T£ ® C (note 
encore par J). Comme tel, J a deux valeurs propres ±i. On decompose T c £ en T 1,0 £ ©T 0,1 £ 
avec 

T 1 ' !! = {vri i0 X, X € T c £}, T ' 1 ^ = {vr ,iX, X G T c £} 
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ou TT\fi = 2 (1 + 0), 7To,i = 2 (1 ~~ 0) son t les projecteurs sur les valeurs propres de J. De 
meme, T* C S = T* 1,0 S © T* ' 1 !! ou T* 1,0 S = vrJ T* c S et T* 0,1 S = vr^T^S, pour les 



projecteurs transposes 7r* et Wq 1 . Les deux operateurs d = 7r* odetd = 7rQ 1 o<i satisfont 
d = d + d. On dit qu'une structure presque complexe est integrable si le commutateur de 
champs vectoriels de type (1,0) (c.-a-d. a valeurs dans T 1,0 S) est aussi de type (1,0). De 
facon generale, une structure complexe induit une structure presque complexe integrable sur 
la variete differentielle sous-jacente telle que 



Le theoreme de Newlander et Nirenberg montre que toutes les structures presque com- 
plexes integrables sont de ce type. La dimension 2 est speciale puisque toute structure presque 
complexe est integrable. On dit qu'une metrique riemannienne 7 est compatible avec une 
structure presque complexe si pour tous vecteurs I et Y, on a 7 (XX", JY) = j(X, Y). Cette 
notion coincide avec celle definie plus haut pour une structure complexe. On vient done de 
voir que les notions de structure complexe ou presque complexe et de classe conforme de 
metriques coincident pour une variete differentielle 'rf 00 bidimensionnelle orientee. On note £ 
la variete differentielle S munie de la structure (presque) complexe opposee —J. La surface S 
herite de l'orientation opposee a celle de S. Plus tard, on fera varier la structure complexe. 
Concretement, on utilisera des variations infinitesimales 53 de J. On reliera alors 51 a la 
differentielle de Beltrami, qui apparait naturellement dans le contexte des classes conformes 
de metriques. 

Maintenant, S est une surface de Riemann compacte dont la structure complexe est com- 
patible avec la metrique riemannienne 7. La metrique est de la forme 



L'orientation est donnee par % dz A dz. Le volume riemannien est fL, = i 7^ dz A dz. La forme 
de courbure est la 2-forme (imaginaire) i? 7 = dd In 7^. On a iTL> = K^VL^ oil est la 
courbure gaussienne ou courbure scalaire. Le theoreme de Gauss-Bonnet nous apprend que 



oil g est le genre de la surface de S et x(^) = 2 — 2t7 est la caracteristique d'Euler. 

Avec Pequation ([!]), on a souligne la dependance du modele vis-a-vis de la metrique. 
Dorenavant, on prefere rendre la structure complexe explicite 



oil * est Poperateur de dualite de Hodge qui, en dimension deux, coincide avec l'operateur J 
transpose. En fonction de d et d, Taction est 



d = dz -5- et d = dz . 



7 = 2 7 2j dz dz. 






tr g dg A *g dg 
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1.2. Action de Wess-Zumino 

En l'etat, il est difficile de quantifier ce modele. Neanmoins, Witten |146| 1 a montre qu'on 
peut modifier le modele en rajoutant un terme topologique a Paction pour obtenir un modele 
facilement quantifiable, tout en preservant ses symetries classiques. Precisement, on rajoute 
V action topologique de Wess-Zumino : 

kS top (g) = £ I tr (g*u) (2) 

ou u) est une 2-forme telle que dw = — | (g~ l dg) A3 = j3. La 3-forme j3 sur G est fermee mais 
elle n'est pas exacte, ainsi (3 G -£f 3 (G,]R), et oj n'existe que localement. Si B est une variete 
tridimensionnelle de bord dB = E, on utilise le theoreme de Stokes pour reecrire Stop 

kS top (g) = -^ [ tr (g-'dgr 3 
Jb 

oil g : B — > G est une extension de g a B. Bien entendu, cette extension peut ne pas exister 
(si le groupe G n'est pas simplement connexe) et a priori le resultat depend du choix de g. 

Pour simplifier, on va supposer que le groupe G est connexe, simplement connexe et sim- 
ple. En particulier, m(G) est trivial et Hi(G,Z) = 7Ti (G) / [iti (G) , tti (G)] = 0. D'apres 
l'isomorphisme de Hurewicz |tL31| , ^(G, Z) = ^(G). Or ^(G) = des que G est com- 
pact |125| , p. 142], done ^(G, Z) = 0. Ainsi, il est toujours possible de trouver une extension 
g de g. 

Soient g' : B' — > G et g" : B — > G deux extensions de g. Soit B la 3- variete obtenue en 
collant, suivant leur bord S, B' et — B", la variete B" avec l'orientation opposee. On a 

f trrw) A3 + ^ / trGr 1 '®) A8 = -sF / ^(r'dgr 

J B f J B' 1 J B 

oil g coincide avec g' (resp. g") sur B' (resp. B"). Comme dB = 0, l'ambiguite dans la 
definition du terme topologique reside dans les periodes de la forme (3. On montre que 
H^(G, Z) = Z est engendre par la classe d'homologie de g^ : le relevement de l'homomorphisme 
d'algebres de Lie g^ : SU2 — > Q, 4> etant la racine la plus grande de g , 

\— > e±<p, cr 3 \-* V 

en un homomorphisme de groupe g^ : SU2 — * G. II suit 

-ml tr(^r 3 = -^/ tr(^ ( i# 3 = - 1 S r 24vr 2 = -2^. 
J SU2 J SU2 

Au passage, on montre que — ^7 P est dans l'image de Papplication H 3 (G, Z) — ► if 3 (G,M). 

Le terme topologique est done defini modulo 27ri/cZ. Les quantites e~ kStop ^ 9 \ que nous ap- 

pellerons amplitudes ou, par analogie avec la physique statistique, facteurs de Boltzmann, 

sont done correctement definies des que k G N. 

Dans la suite, on sous-entend souvent le produit alterne A. L'action complete 

kS(g)=-§ [ ix{g- 1 dg){g- 1 dg)-^ [ tr^dg) 3 (mod 2vri) 

definit le modele de Wess-Zumino-Novikov- Witten (WZNW) de niveau k, une definition 
correcte des facteurs de Boltzmann imposant la « quantification » du niveau k : k E N. II 
est aussi possible de construire une action de WZNW dans des situations topologiques plus 



compliquees |60| comme par cxemple pour des groupes non simplement connexes [48, 



24 



MODELE DE WESS-ZUMINO-NOVIKOV-WlTTEN 



1.3. Symetries classiques 

Dorenavant, on admet les champs prenant leurs valeurs dans le groupe complexifie G c . 
L'analyse effectuee dans la section precedente reste valable. Afin de trouver les points station- 
naires de Taction de WZNW, on s'interesse aux variations de Taction dans la transformation 
g — > g + 5g. Un calcul rapide conduit a 

5S a (g) = -^ [ ti(g- 1 6g)(d(g- 1 dg)-d(g- 1 dg)), 
Jr. 

SS top (g) = -^ [ ti (g- 1 Sg)(g- 1 dg) 2 . 

JT, 

Par suite, 

5S(g) = ± [ tv(g- 1 5g)d(g- 1 dg). (3) 
Jt, 

L'equation classique (euclidienne) du mouvement satisfaite par les points stationnaires est 
done 

d{g- l dg) = 

ou encore d{gdg~ 1 ) = 0. Localement, les solutions se decomposent en un produit d'une 
fonction holomorphe et d'une fonction antiholomorphe, toutes deux a valeurs dans G . Les 
solutions classiques sont invariantes par les transformations suivantes 

- symetrie conforme, g — > g o / , j -> (go ou / est une transformation locale 
holomorphe de E ; 

— symetrie chirale, g — > g\gg\, ou g\ et 52 sont deux transformations locales holomorphes 
de S dans G c . 

La propriete fondamentale de Taction de WZNW est son comportement dans la multipli- 
cation point par point des champs, donne par la formule de Polyakov-Wiegmann [124] : 

S{g\g2) = S{gi) + S(g 2 ) -T^(gi,g 2 ) (mod 2vu) (4) 

ou 

r E (01,32) = ^ 



tr (g x 1 dgi) (g 2 dg 2 1 ). 



§2. Structure symplectique sur l'espace des phases 

Suivant un schema tres general p9] — on peut egalement consulter les references biblio- 



graphiques dans 64] — on explique comment obtenir un formalisme canonique pour une 



theorie des champs bidimensionnelle. Notre theorie est gouvernee par une action du type 

S{4>) = I ^(x^,(p a ,d u <j) a )dx 
Jt, 

ou Jz? est la densite de Lagrangien definie sur Tespace P, Tensemble des (x^,0 a ,^). Ici, 
(fj, = 0, 1) est un systeme de coordonnees locales sur Tespace-temps S. Geometriquement, 



2. Structure symplectique sur I'espace des phases 
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P est I'espace des 1-jets de sections d'un fibre 38 sur E de coordonnees (4> a ) le long des 
fibres. Ainsi, on peut voir P comme un fibre sur 38 ou sur E. Le moment conjugue a £ v est 
n ua _ Qcg /dQ. Considerons la 2-forme suivante sur P 

a = J?? dx° A dx 1 + vr 0a (# a - ^ dx°) A dx 1 + Tr la dx° A (d<f> a - $ dx l ) 

et ijj = da, la 3-forme fermee sur P. Un etat classique $ est une section de P sur E telle que 
$*(i(X)u) = 0, ou i(X) est l'operateur de contraction avec X, pour tout champ de vecteur 
X tangent a P et defini sur l'image de <£. Cette egalite code les equations d'Euler-Lagrange 
pour cp a (x) ainsi que les relations = d u (p a . L'espace des etats classiques, note 3^, correspond 
done bien aux solutions du probleme variationnel 5 J Jzf . Dans des cas interessants, on peut 
parametriser les solutions par des donnees de Cauchy, c.-a-d. par les restrictions de $ a une 
hypersurface Eo dans E. L'espace & herite alors d'une structure de variete (de dimension 
infinie). Ensuite, l'espace tangent T<j><^ a & est l'espace des champs de vecteurs X tangents 
a P, definis sur l'image de $ et satisfaisant aux contraintes provenant de la linearisation des 
equations classiques autour de La 2-forme $7 sur P, donnee par la formule 

Sl*(X,X')= f $*(i(IM», (5) 

JT.0 

est fermee. Cette forme ne depend que de la classe d'homologie de l'hypersurface Eo- Si Q n'est 
pas degeneree, elle definit une forme symplectique sur 3^, appele alors espace des phases de 
la theorie — si Q est degeneree, on reduit d'abord par degenerescence l'espace des solutions 
classiques pour obtenir l'espace des phases. A toute fonction (p sur l'espace des phases on 
associe un champ de vecteurs hamiltonien X^ defini par la relation dip = i(Xtp) £1. L'espace 
des phases est alors une variete de Poisson, dont le crochet de Poisson est donne par 

W, ¥>'} = X v ((ff). 



Appliquons cette construction au modele de WZNW en prenant pour E un cylindre muni 
d'une metrique euclidienne ou minkowskienne. Soit y°,y l un systeme de coordonnees locales 
sur E, avec y 1 definie modulo 2ir et y° appartenant a un intervalle donne. On munit E de la 
metrique euclidienne 7 plate, soit 7 = (dy ) 2 + (dy 1 ) 2 . L'action euclidienne de WZNW est 

kS(g) = - A J trGT 1 ^) (g- l d»g)dy°dy 1 - ^ J d' 1 tr {g^dg)^ 

ou, pour la partie topologique, on a utilise I'equation (||), apres avoir remarque que localement 
uj = d^ 1 j3. Pour obtenir le modele minkowskien, on transforme E par (l'inverse de) la rotation 
de Wick : y° — > —iy° = x° et x 1 = y . La surface est alors munie de la metrique habituelle 
7Mink. = (dx ) 2 — (dx 1 ) 2 . L'action minkowskienne est egale a i fois l'action euclidienne (ecrite 
apres rotation), c.-a-d. 

kS Mink .(a) = -l J tr(g-%g) (g^d^g) dx° dx 1 + ^ £ d~ l tr (g- l dg) A3 . 



Cette action verifie la contrainte de realite, c.-a-d. k S Mink .(g) G R pour g a valeurs dans 
le groupe compact G, contrainte necessaire quand on considere un systeme physiquement 
coherent fl4|, p. 300]. 
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Commengons par l'etude du cas minkowskien. La partie <(sigma» de Taction produit le 
Lagrangien 

^{x^g,^) = -Iti^e, ^ = (Co) 2 - (6) 2 - 

On peut lui appliquer la construction precedente. Soit P l'espace forme des triplets g, 
ou chaque £ M prend ses valeurs dans Palgebre de Lie q. Les moments associes a et £° sont 
donnes par 

La 2-forme canonique a a deduite du Lagrangien 5£ a est 

a CT = ^ tr ^ e dx° A dx l - tr £° (g^dg) A dx 1 — tr £ x dx° A (g^dg). 

Une maniere simple de prendre en compte le terme de Wess-Zumino consiste a rajouter a 
u) a = da a la 3-forme -M- tr (g~ 1 dg) A3 . On obtient 

oo = JL tr^ d^ A dx° A dx 1 - ± trdf A (g^dg) A dx 1 - £ tr c^ 1 A dx° A (g^dg) 

+ A tr e° QT 1 ^ 2 A dx 1 - A tr e 1 ( 5 - 1 ^) A2 A + ^ tr (ff 1 *)* 3 . 
En coordonnees x^ 1 = x 1 db x°, les etats classiques correspondent aux solutions des equations 

£n = 9~ 1 d fl g et a e +(^~ 1 9 a ,-5) = 0. 
Les solutions generales sur le cylindre se factorisent localement en 

g{x Q ,x 1 ) = g. x {x + ) gsfX^Y 1 ■ 
Globalement, la condition de periodicite : g(x°,x 1 + 2ir) = g(x°,x 1 ) se traduit par 

oil fx G G est la monodromie. Si = {gs£,m ■ K ->■ G | gs?,m(x + 27r) = M^f,.«}, 

l'espace des phases devient ^ = A/G, ou A est la sous-variete de x pour laquelle les 
monodromies de gauche et de droite sont egales, soit fj,& = (Q). Si on parametrise l'espace 
des phases 8? par les conditions initiales g(0,x) et g~ 1 dQg(§, x), la 2-forme deduite de oj par 
la formule (||) est 



n = A / ^ tr (-#0 A GT 1 ^) + (£ + g- x d x ig) (g-'dg)^ 
Jo 

On verifie que O n'est pas degeneree. Les crochets de Poisson sur & sont alors 



dx. 

(0,x) 



{g(x)i,g(yh} = o , 

{g(x)i,€o(.yh} = g(x)iC 12 5(x - y), 

{^0(^)1,^0(^)2} = ^ [Gi2,Co(»)i + (5 _1 ^5)(^)i]^(s - y) 



* L'action dejeG sur 2Pse x est simplement {gs£,gse) — > (g^f 3, gstg)- 
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ou on a utilise les notations habituelles F\ = F (g) 1, F 2 = 1 (g> -F 1 et C12 =t a ®t a (somme sur 
a). 

Si on reecrit f2 en separant les parties gauche et droite g<£ et g®, on obtient 

ou 



i-2n 

n* = £ / tr 
•/ 



(gjdgj?) A d x {gjdg^) + (gJdg^iO) A (d^)fij - 7- pQu 



et fi^ est donnee par la meme formule mais avec 5^ et //^ a la place de et [i^. Quand a 
p, c'est une 2- forme sur G ne dependant que de yUs?,^. La presence de /? vient de ce que Ton 
ne connait Vt que sur la diagonale A dans x II semble naturel de choisir Q,^ pour 
obtenir une forme symplectique sur Helas, comme 

d£l.ie = ^ tr (/x~ 1 d/i i? ) A3 - ^ dp(fisf), 

dOjf n'est pas fermee — tr {/j,^} dp^) A3 est une forme fermee mais elle n'est pas exacte sur G. 
II existe plusieurs manieres de contourner cette dimculte. Par exemple |4C| ], on peut choisir 
un p tel que ^ soit nulle sur un sous-espace dense de G. On montre alors que les solutions 
locales de notre probleme sont en correspondance bijective avec une paire de solutions r^ de 
l'equation de Yang-Baxter classique. Les crochets de Poisson sur 3^^ sont alors donnes par 

{gj?(x)i,gjz(yh} = g^(x) 1 g^(y) 2 r ± , 

{9je(x)i,(pje)2} = gse(x)i(n<e) 2 r~ - g&(x)i r + {p^) 2 , 

(fJ-jeh) = r + (fise)l (lJ><eh - (Vjz)i r + (Use)* ~ (lJ>&h r~ (fise)l + (M^f)i (n-eh r~ 

ou, dans la premiere equation, on choisit le signe suivant que x < y ou x > y, \x — y\ < 2ir. 

Dans le cas euclidien, on peut repeter les constructions precedentes a condition de consi- 
derer des solutions classiques a valeurs dans G c . Localement, ces solutions sont de la forme 
5(2/o,2/i) = 9se{w) g m (W)~ 1 , ou w = y° + iy 1 et g&(w) (resp. g s {w)) est une fonction holo- 
morphe (resp. antiholomorphe) a valeurs dans G c . Pour £ un cylindre euclidien, on ob- 
tient I'espace des phases iP B , parametrise par les donnees de Cauchy g(0,y) et £o(0,y) = 
(g~ 1 d y og)(0,y), chacune prenant ses valeurs dans G c et dans g c . De fagon naturelle, 
devient une variete complexe (de dimension infinie). La formule 



V E = £ [ 2 \i (— id^o A (g- l dg) + (ito+g^dyig) (g^dgf 2 ) 
Jo 



(0,2/) 



dy 



definit une 2-forme symplectique holomorphe sur £? E . 



Considerons maintenant une surface de Riemann E a bord dT,, forme de composantes 
connexes notees (5S)j, i G I (cf. figure ||). Nous supposons que les composantes du bord 
sont parametrisees par des applications analytiques reelles pi : S 1 — > (<9£)j. On distingue 
les bords ((sortants)) et ((entrants)) suivant que la parametrisation correspondante respecte 
ou non l'orientation de (5E)j. On scinde l'ensemble I en deux sous-ensembles I±, ou i_ 
enumere les bords entrants et 1+ les bords sortants. Les applications pi pour i G I + (i E J_) 
s'etendent en des applications holomorphes sur les petits anneaux {z I 1 — e < \z\ ^ 1} 
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(ou {z I 1 ^ \z\ < 1 + e}), c.-a-d. les cylindres (euclidiens) obtenus des anneaux par le 
changement de variables z = e w = e y +iy . On garde la meme notation pour designer les pi 
et les extensions. 

Considerons la variete complexe symplectique suivante 

^ = ( X-^) x ( x^) 

iel- 

oil —£P E est l'espace muni de la forme symplectique — Q E . Chaque application g : T, — > 
G c , solution de Pequation classique d(g~ l dg) = 0, definit un element g £ 2??, dont la com- 
posante d'indice i correspond a l'etat classique g o p i sur un cylindre. On peut montrer que 
l'ensemble des g forme une sous-variete lagrangienne complexe =s#s de la variete symplectique 
complexe Notons la symetrie de =e/s : 

si 5i 5 2 : S — ► G c sont holomorphes alors g\ ^ g\ = ■ 

Nous decrirons plus tard la version quantique de cette construction. 




Figure 1. — Surface de Riemann a bords 



3. Modele de WZNW sur une surface a bord 
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§3. Modele de WZNW sur une surface a bord 

On se propose d'etendre la definition de Paction de WZNW a des champs g definis sur 
une surface de Riemann £ a bord. On verra que les amplitudes ne sont plus des nombres 
complexes mais les elements d'un fibre. On commence par considerer le cas oil £ est le disque 
ferme D = {z G C | \z\ < 1}. 

3.1. £ = D 

On etend les champs g : D G c a CP 1 = D U D' , ou D' = {z £ C \ \z\ ^ 1} U {oo}. Une 
extension de g est entierement determined par la donnee d'un champ g' : D' — > G c tel que 
g' \ s i = g | s i. Une extension est done une application g$g' : CP 1 —> G c definie par 



gU 



g, sur D 
g', sur D'. 



On sait alors correctement definir e~ kS cp 1< ~ 9 ^ 9 '\ neanmoins cette quantite depend de l'exten- 
sion choisie. Considerons une autre extension, soit g^(g'y') ou fj! 6 ^^(D' ,G C ), l'ensemble 
des applications < ^°° de D' dans G c qui se prolongent continument a CP 1 par 1. D'apres la 
for mule de Polyakov-Wiegmann, 

S C pi (9 tt (sV)) = Scp 1 (d tt 9 ) + S CP i (1 {( //) - r CF i (51 (t gi', 1 (t //) (mod 27ri) 

et r Cpl (gtty',itt / x / ) = r D ,( 5 ', / x / ). 

On utilise cette regie pour definir un fibre holomorphe en droites Jzf k au-dessus du groupe 
delacets LG C = ^°°{S\G C ) tf°°(D' ,G C ) / ^(D' ,G C ). 



ou 



^fc _ (V°°(P/,G C ) xC j^' 



pour y! G ^^(D', G c ). On verifie que ~' est bien une relation d'equivalence. La projection 
est simplement tt' : Jzf fc 9 z')]~' I51 € LG C . Le fibre Jz^ fc est la k -ieme puissance du 
fibre Jzf, obtenu en prenant k = 1. On peut reformuler la relation d'equivalence ~' de 3 autres 
facons : 

(g',z') ~' (^/iVe-^c^aHfO+fcr^^y)) = ^ ^ e -fcS cpl (i»^o»( 9 '-W)) ); 
~' (^ / c, / ,z / e~ fc,s 'cp 1 ( 1 tt^')+fcr I5 ,(^, 9 ')) = y^/g-fcStpia^'.ottQ/cis'- 1 ))). 

Soit g : D ^ G c . On note 7 = <7 |gi G LG C et on definit 

e -kS D (g) = [( g ' ie -kS CP i(9^')^, G ^-1( 7 ) = (jgf*) 7 

ou </ est un element de ^ 7 °°(Z) / , G c ) coincidant avec 7 sur S 1 . Ainsi l'amplitude (ou facteur 
de Boltzman) devient un element du fibre Jzf fc . 
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On peut decrire le fibre dual a J£ k par 

= (tf°°(D,G c ) xC)/~ 

ou 

pour a G tff°(.D, G c ) et vr : 3 [(g, z)\„ -> g \ s i G LG C . La encore, on peut definir ^~ k 
de plusieurs manieres equivalentes : 

~ (/i</, ze~ /c,S 'cp 1 (^tt 1 ) +A:r -D(M,9)) = ^^g-fcScpiC/ijjl.OtKgSfl- 1 ))^ 

La dualite entre Jz? fc et Jz?~ fc est simp lenient 

L 'amplitude du champ g' : D' — ► G c est 

e -kS D ,( 9 ') = [( g , e - kS c P ^i9')^ G 7 r- 1 (V) = (J2f-*)y 

si i = g\ s i GLG C . 

On peut utiliser ze~ kS °^ (resp. z' e~ kS D'^')) pour representer les elements de J*f fe (resp. 
Jzf~ fc ). Dans ce langage, la dualite est donnee par 

(ze~ kS °^ , z 'e~ kS D'^') ) = zz > ' e -kS CP i(gtg') _ 



3.2. Surface de Riemann generale 

On considere maintenant une surface de Riemann S a bord, comme a la fin de la section 2. 
On peut completer £ pour former une surface de Riemann compacte S. A cet effet, on «colle» 
confinement une copie Di de -D suivant (<9£)j, i G et une copie de £)' si i G i+. 

Soient g : S — > G c et # : £ — > G c une extension de L'amplitude e~ kSs ^ est l'unique 
element de (® igJ _ -Sf"*) (® ie/+ -S® 9i = 9 ° Pi tel que 

(e-*^),(ge-» SB W) (®e _fcSD '® l ^ ) )) = e" fcS £®). 



Les amplitudes quantiques du modele de WZNW sont donnees par les integrales fonc- 
tionnelles formelles 



3 ((7i)ie/) = / e-^W D ff = | e - fcS =^) D<? G ((g) J&f"*) ® ((g) ^ 



'7. J 

9 :S^G <?:E^G ie/ - ( 6 ) 

3*=7i 9i=l 



ou 7i G LG et 7 : S — ► G telle que 7oj>j = 7^, sont fixees. Par invariance de la mesure de Haar, 
la definition precedente ne depend pas des valeurs de 7 a Pinterieur de S, meme si 7 prend 
ses valeurs dans G c — ceci a condition que l'integrande soit holomorphe. Ainsi, les integrales 
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peuvent etre aussi definies pour 7, G LG et on peut assimiler les amplitudes quantiques aux 
sections holomorphes (formelles) d'un fibre : 

A E G ( (g) H\j?- k )) ((g)tf°(j^ fc )). 

it=I- 

II apparait que H (J>? k ) est l'espace naturel des etats quantiques du modele de WZNW. Les 
amplitudes A E quantifient les sous-varietes lagrangiennes j?/ e de la section 2. 



3.3. Symetrie de Kac-Moody 

On definit un produit sur ( = 5f fc ) x = Jzf fc \ {section zero} : 

On verifie que l'operation • est bien definie et induit une structure de groupe sur (Jz? fc ) x . Si on 
utilise ze~ kSDi < 9 ' > pour representer les elements de ((J£ k ) x ,•), l'element neutre est e~ kS o( 1 )^ 
1 ' inverse est 

et l'operation • devient 

(z\ e~ kSD ^) • (z 2 e ~ kS D(92)^ = ZlZ2 e ~kr D { gi ,g 2 ) e -fcS D (gi92)_ 

En particulier, on obtient une generalisation de la formule de Polyakov-Wiegmann pour une 
surface de Riemann a bord 

e -fc5 E (gi92) _ e fcr s (9i,92) e -fcS£(3i) , e -kS s (g 2 ) 



Muni de l'operation •, (J*f fe ) x est le groupe de Kac-Moody LG^ de niveau k [125 1 qui 
est l'extension centrale du groupe des lacets LG , i.e. il existe une suite exacte d'homomorphis- 
mes 

1 -> C x h LG fe c -> LG C -» 1. 

La premiere fleche envoie z G C x sur z e~ fc et la seconde est la projection 7r' induite par la 
structure de fibre. A partir de l'extension centrale satisfaite par LGf', on obtient une extension 
centrale de LG^ en divisant LG± par On peut egalement relever l'involution g ^ g^ 

sur le fibre S£ k . On pose — et on verifie que e'est bien defini — : [(</ , z')]^, = [(g'\ z')]^> soit 
encore 

f ze -kS D (g)y =z - e -kS D {g^)_ 

On verifie aussi que {h\ • = h\ • h\. On dit qu'un element h de LG^ est unitaire si 
^ = ; comme pour le groupe LG C . Explicitement, cela donne pour h = ze~ kS °^ 

ggi = l, \z\ 2 =J rD <0>9- 1 ). 

On note LGt le sous-groupe de LG^ forme des elements unitaires. Le fibre en droite Jz? k — > LG 
est muni d'une structure hermitienne donnee par 

\ ze -kS D (g)\2 = \ z \2 ^-kYnig^- 1 ) _ 
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On peut done dire que LG est l'ensemble des vecteurs de J2? fe — ► LG de longueur 1. Cette 
fois, LGk est une extension centrale de LG : 

1 -» S 1 -> LG fr -» LG -> 1. 



Le groupe -C/GjF agit a gauche et a droite sur H°(^f k ) par 

(£(h)i>)( 7 ) = h • V(fe _1 7) , (r(K)^)( 7 ) = V(7&) • & 

oil /i G LGjF et V £ H°(^f k ). Les amplitudes A E possedent (formellement) les proprietes 
d' invar iance 

pour des applications holomorphes gi % : E — ► G c . C'est la version quantique des proprietes 
de symetrie des sous-varietes lagrangiennes .safe de la section 2. En effet, si g\^i = 51,2 ° Pi, 

e -*^(si). AE (( 7 .). eJ ). e -fcS E fe a t ) 

e -fcS s (si) , e -kS s (g) i e -kS s (gl) jj _ I & -k 5 E (gigg|) £)q 



3i=7i 9i=7i 



9i=ffli 7i ffai 



Cette invariance est une reminiscence au niveau quantique de la symetrie chirale notee 
precedemment au niveau classique. La symetrie classique LG x LG C se traduit par une 
action projective de LG C x LG C sur l'espace des etats. 



Au niveau infinitesimal, on decrit cette symetrie par les generateurs 

e=0 



ja 1 d 



ja — 1 d_ 



e=0 ' 



ainsi que les J n obtenus de la meme maniere mais en remplagant I par r. On montre alors 
que 

r to. tH 1 ■ i-abr. tc , kn srab sr 

-m,0 



[/" T b ] — j f abc T c _i_ — A ab A . 
[^ni J ml 'J J n+m' o u n+rr 



ainsi que pour les J n . Les J% et les J n commutent entre eux. Ces relations de commutation 
definissent l'algebre de Kac-Moody affine Lg c (cf. section 7.2). L'espace H°(J^ k ) est done 
accompagne d'une representation de Lq c © Lq c . Dans le restant de cette these, on abandonne 
ce point de vue pour ne plus considerer que des surfaces de Riemann compactes — sans bord 
- le lecteur interesse pourra consulter les articles [^7], 6C, (cf. aussi la section 5.4). 



4- Fonctions de Green et leurs symetries 
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§4. Fonctions de Green et leurs symetries 



Strategic generale. — On se propose de quantifier le modele de WZNW. Pour cela, on utilise 
une quantification a la Feynman. Les fonctions de Green de la theorie sont donnees par des 
integrales fonctionnelles formelles. On ne donne pas un sens mathematiquement rigoureux a 
de tels objets et les manipulations effectuees sur les integrales fonctionnelles restent formelles. 
En particulier, les fonctions de Green necessitent sans doute d'etre renormalisees. Neanmoins, 
le modele possedant des proprietes de symetrie tres riches, on espere trouver des expres- 
sions explicites pour les fonctions de Green, c.-a-d. arriver a la ((quadrature des theories con- 
formes)) [p^| . Une fois ce travail effectue, il s'agira de remonter le chemin en sens inverse, soit 
utiliser les resultats pour definir les fonctions de Green et ensuite verifier qu'elles repondent 
aux divers criteres requis par notre modele. 



4.1. Couplage a un champ de jauge 

On desire jauger la symetrie GxGdu modele WZNW. Soit A une 1-forme sur £ a valeurs 
dans cj c ; A = A 10 + A 01 , si on separe les composantes (1,0) et (0, 1). En physique, on dit 
que A est un champ de jauge (complexe). Localement, A 10 = A z dz et A 01 = A^dz. On peut 
alors definir |57J V action de WZNW couplee a un champ de jauge : 



S(g,A)=S(g) + ^ [ tr[A 10 (g- 1 dg) + (gdg~ 1 )A 01 +gA 10 g- l A m -A 10 A 01 }. 

Geometriquement, g devrait etre vu comme une section du fibre associe a la representation 
adjointe du G c -fibre principal trivial P = S x G c . Dans ce langage, le champ A est une 
connexion sur P. Comme le fibre est trivial, utiliser le langage geometrique n'est pas tres 
interessant. On decouple les transformations de jauge chirales de gauche et droite. Si hi 2 : 



g >-> h 2 g, 



5^1 1 , 



A 10 ^ A 10 

A oi ^h 2A oi = h2A oi h -i + ^dh^ 1 

'A 10 ^A 10 = hxA 10 ^ 1 + hdh^ 1 
A 01 ^A 01 



Les relations suivantes traduisent le comportement de Paction jaugee dans les transformations 
chirales 

S{h 2 gh^\ h ^+ h ^A m ) = { S{9 ' A) ~ S{h2lh ]^\ n h m (mod2vrz). (7) 
11 ' [S(g,A)+S(h 2 hY 1 , hl A 10 + h *A 10 ) V ) \! 

La deuxieme egalite se deduit immediatement de la premiere. La premiere est une consequence 
de la formule de Polyakov-Wiegmann. On constante que Taction de WZNW n'est pas preservee 
dans une transformation de jauge chirale. Par contre, si h\ = h = h 2 , on obtient S^hgh^ 1 , h A) = 
S(g,A). Le modele jauge est done invariant par cette transformation non chirale. 

Un champ de jauge unitaire est defini par les relations A = — A', ou encore 
Ces conditions sont preservees par les transformations de jauge chirales avec hi = (/i^) _1 , 



34 



MODELE DE WESS-ZUMINO-NOVIKOV-WlTTEN 



h,2 = h, c.-a-d. 

A io ^fct-^io = (h))-^A l0 h) + (tf)- l dti 

A 01 ^h A 01 _ hA 0l h -l + h Q h -\ 

Les equations (^) deviennent 

S(M», k, -U'° - \ SiS - A) - S(k 7X m A \ m (mod M). 

En particulier, pour hh^ = 1, i.e. pour une transformation de jauge unitaire (a valeurs dans 
le groupe compact G C G c ), on a S(hgh' ,A) = S(g,A). 



4.2. Fonctions de Green 

Soit ,Cn une sequence £ de N points distincts de £ (Q). A chaque point on 

associe une coordonnee locale zg. Soit Ri, . . . ,Rn une sequence R de N representations 
irreductibles de G, chacune agissant dans un espace de Hilbert note V\ r On note V\ = 
®eY\ l ou A est la sequence de plus hauts poids. Ces representations s'etendent naturellement 
en des representations holomorphes de G c . Les fonctions de Green (euclidiennes) sont 
formellement definies par l'integrale fonctionnelle suivante 

T(i,R,A) = j ®g(&) Re e- kS(9 ' A) Dg G ®End(V^) = V\®V\ 

ou Dg est le produit formel IT^es des mesures de Haar sur G. Bien qu'on ait etendu les 
champs au groupe complexifie G c , l'integration porte uniquement sur les champs a valeurs 
dans le groupe compact G. On utilise aussi les fonctions de Green normalisees 

(®9(ZtU)A = Z- 1 J ®g[^U^ kSM Dg = Z- 1 T(Z,R,A) 

ou 

Z A = Je- kS ^Dg 
est la fonction de partition. On oublie l'indice A en champ de jauge nul. 



4.3. Identite de Ward chirale — version globale 

Soient '■ S — > G c des transformations de jauge chirales de gauche et de droite. D'apres 
l'invariance formelle des mesures de Haar dans l'integrale fonctionnelle et suivant la formule 
de Polyakov-Wiegmann jaugee (^), les fonctions de Green se transforment simplement : 

T(Z,R, h A 10 +H4 01 ) = J ®(h 2 g}q 1 ){£ l ) Rt e -^(^r \^ 10 +^ 01 ) Dg 
= e kS(h-^ hl ,A) ®h 2 (&) Re r(Z,R,A) ®hifa)£. 



'Quel que soit le type d'insertion effectue, on suppose que les points ou on insere les champs sont deux a 
deux distincts. 
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En theorie des champs, on appelle une telle relation une identite de Ward (chirale, globale). 
Elles peuvent aussi etre ecrites comme 

7 _ JtS{)q x h\,A) 7 

Zih 1A ia + h 2A oi — e v * ' Zj A ^ 

{®g(&)n e )»ia w +»2 A oi =®h 2 {&) Re (®s(&)h / )a<8>M&)« / 1 j 

exprimant ainsi la covariance des fonctions de Green normalisees et la loi de transformation 
non-triviale de la fonction de partition sous Taction des transformation de jauge chirales. 

II est souvent plus commode de travailler avec des lois de transformation factorisees, 
decouplant ainsi les actions de gauche et de droite. Pour cela, il suffit de modifier Taction 
jaugee comme suit 

S(g,A) = S{g,A) + ^ J tr(,4 10 A 01 ). 

Pour la nouvelle action, l'equation ([?]) devient 

S(h 2 gh^\ h 'A w + h2 A 01 ) = S(g,A) - Sih^A 10 ) - S(h 2 \A 01 ). 

Si Z A et T(£,R,A) sont les quantites obtenues en remplagant S par S, on a 

7 k S(hi,A 10 )+k SfhZ 1 ,A 01 ) y 

Z/h 1A ia + h 2A ai — e 1 Zj a- 



Par consequent, les fonctions de Green modifiees T(£,R,A) = Z A (®tg((;i) R } A verifient 
Tidentite de Ward chirale, globale, decouplee 

T{C,R, h A 10 + h2 A m ) 



4.4. Identites de Ward chirales — version infinitesimale 

A partir des identites de Ward globales, il est naturel de vouloir deriver des identites de Ward 
infinitesimales. On suppose que les fonctions de Green dependent de maniere ^ 00 (au sens de 
Frechet) du champ de jauge A. En particulier, toutes les derivees fonctionnelles existent au 
sens des distributions. Introduisons les fonctions de Green avec insertions de courants 

< n J a 4 n 4 f u - zi x n~V nA ^ w*u i 

j=i -3=1 1 n<^. u^m i 

3 3 

Les exposants a 3 et b- 3 designent des composantes dans Palgebre de Lie. Les indices z i et 
Zj sont des coordonnees locales pour les points ou on insere les courants — on fera bien 
attention a ne pas confondre ces coordonnees avec celles des points On a simplement note 
^4 10 (C) = t a dz et A 01 (() = A^(() t a dz, si z est une coordonnee locale pour le point ( 

ou on insere le courant. Posons hi = 1 et h 2 = e SA . D'apres Tidentite de Ward globale (||), 
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Pour ne pas alourdir le calcul, on sous-entend £, R. On reecrit cette equation au premier ordre 
en 5 A — dans ce qui suit, l'egalite ~ signifie ((a des termes du second ordre en 6 A pres». Le 
terme de gauche donne 

f (A 10 + eSA A 01 ) ~ f (A) + j^(A)dAtdh + J^{A)5A^z. 

La variation du champ de jauge est : 5 A 10 = et 5 A 01 = eSA A 01 - A 01 , soit 8A% = if abc 5A b A°- 
d z (5A a ). On a done 

f (A 10 + e *V 1 ) ~ f (A) + f ^-f(A) ( dz(5A a ) - if abc 5A b A^] d 2 z. 

7s <>A% V / 

Un calcul rapide utilisant l'equation @ donne e k S( e ~ SA , A<n ) ~ i + Jl J s 9 z ((5A a ) A§ d 2 z. On 
a aussi ®K e<5A )(&)fl f - 1 + Y,e SAa (&) ou *£ = 1 ® • • • ® dR e (t a ) <g> ■ ■ ■ <g> 1. On aboutit 

finalement a 

~(| / a 2 (5A a )A|<i 2 z + 7r^5A a (6)^)(®^)^) A . (|. a ) 
7S £ € 

De meme, en utilisant /ii = e 5A et /12 = 1, on trouve 

( J- z ® ) a (d z (<5A Q ) - z/ o6c 5A fe A«) d 2 ^ 

^(^9(^) Re )A^ [ d^5A a )A a z d 2 z-T,Y,^ a ^)t^)- (gb) 

Apres integration par parties dans les equations (|9|.a-b), si on observe que 5 A a ete choisi 
quelconque, on obtient 



d- z { J a z ® gfaU ) a + if abc At ( J c z ® g(^) Rl ) A 

©a) 



(1 5, A§ - vr J] 5(2) (z - ^) t?) ( ® ) A 5 



9 2 ( j# ® )a + *r bc a^( 4 ® <7(^)« f ) A 



( ® )a (I ^A« + vr ^ 5( 2 ) (z - z t ) t{) . 



10,b) 



Nous appellerons ces deux egalites les identites de Ward chirales locales. Derriere ces 
equations se cachent des «armes» particulierement redoutables. Tout de suite, elle permettent 
de determiner le comportement a courtes distances des fonctions de Green a une ou deux 
insertions de courants. 
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4.5. Developpements a courtes distances I 

On reprend l'equation (^0|.a) en champ de jauge nul ((]), 

d~ z ( J a z ®g&)n e ) = -7T Y, 6(2) ( z ~ <®S&)*« >• (11) 
1 l £ 

Deja, on constate que ( J z ®ig{£,t) Rt ) est analytique en z dans tout domaine ne contenant pas 
les points d'insertion. De meme, l'insertion de conduit a une fonction de Green analytique 
en z sauf aux points d'insertion. Utilisons les relations ir 5^ (z — w) = dz(z-w)- 1 etvr^ 2 )(z- 
w) = d z (z—w)~ l , prises au sens des distributions. On obtient des developpements a courtes 
distances 

{ jz ® g&u ) = - E A ( ® 9&)* ) + '-> ( 12 - a ) 

( j§ ® } = ( ® <?(&k > E A + • • • • ( 12 - b ) 

Dans l'equation (12. a), les pointilles • • • symbolisent des termes analytiques en z autour 
des points d'insertion et, dans l'equation (12. b), ils representent des termes analytiques en z 
autour des points d'insertion. Notons J(z) (resp. J(z)) l'insertion de J z (resp. J z ) a l'interieur 
des fonctions de Green, en champ de jauge (localement) nul. On reecrit alors les egalites (12. a- 
b) sous la forme plus compacte : 

J a (z)g^) Re = -^g(On e + --- , (13.a) 

T(z) 9 (^) Re =9(0n e ^ + --- ( 13 - b ) 

a l'interieur des fonctions de Green. Dans la suite, il faudra toujours garder a l'esprit qu'on 
s'interesse au comportement d'insertions a l'interieur des fonctions de Green, meme si cela 
n'apparait pas explicitement. Plus generalement, on conviendra que dans un developpement a 
courtes distances du type (p(C) ¥>(C') l es pointilles designeront des termes reguliers en ( autour 
de C- 

Pour obtenir les developpements a courtes distances a deux courants, on commence par 
deriver l'equation (|lO|.a) par rapport a ; precisement, appliquons l'operateur Z^ 1 Z A 
a l'equation en question, 

d- z ( J a z J b w ® g(&) Re ) A - zvr j ahSi ^ (z-w)( jf ® g(&) Re ) A 

+ i f aa!i Af ( Jf J h w ® g(&) Re ) A = - \ vr 5 ab d z 6® ( z -w)(® gfaU ) A 
+ (| d z A% - vr E ^ (2) (* ~ zi) t{) ( J b w ® g(Ze) Re ) A . (14) 

En A = 0, 

d-(J a z J h w ®g(H e ) Re )-iTrf abc 5( 2 Hz-w)(J c z ® > = 

-^ir5 ab d z 6& {z-w){® g(&) Re ) - vr E ^ (* " h) % ( t ® <?(&k )a- 



*I1 suffit que A soit localement nul, c.-a-d. qu'il s'annule autour des points d'insertion. 
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Au passage, la fonction 6^ (z — w) dans le second terme permet de remplacer J c z par Cela 
implique que 

"E^( J >sfeU) + - (15) 

a des termes analytiques pres en z autour de w et z?. Pour z et w differents des zp, 

J a (z) J b (w) = ^| + ^ J» + ■■■, (16.a) 

J(2)JH = ^ + ^ i r(tt) + '". (16.b) 

Le developpement a courtes distances pour les courants anti-holomorphes s'obtient de la meme 
facon, en utilisant l'equation ([ji].b). II est clair que l'equation (16. a) peut etre reprise sous 
une forme plus symetrique : 

r(z) j\ w ) = + (r{ z ) + j») + • • • , (i7) 

cette fois les termes restants sont analytiques en z et w differents des zp. Un calcul similaire 
nous donnerait 

t 

II suit J a (z)J b (w) 

4.6. Tenseur d'energie-impulsion 

Bien que jusque-la on n'ait pas ecrit explicitement la dependance des fonctions de Green 
vis-a-vis de la metrique 7, celle-ci est essentielle. Le tenseur d'energie-impulsion est justement 
l'objet qui va <(mesurer» pour nous le comportement du systeme dans un changement de 
metrique. On munit l'espace des metriques de la topologie % '°° et on suppose que les fonctions 
de Green dependent de maniere < ^°° (au sens de Frechet) de la metrique. Soient M points 
distincts , pris sur la surface de Riemann. Par definition, l'insertion de tenseurs 

d'energie-impulsion dans les fonctions de Green est 

k=1 k 

ou on a retabli la dependance explicite dans la metrique. Si z et z sont des coordonnees locales 
en un point d'insertion q, le tenseur d'energie-impulsion a quatre composantes T zz , T zz , T zz 
et T zz . Notons qu'a l'interieur des fonctions de Green, T zz = T zz de part les symetries de la 
metrique. 

La fonction de partition et les fonctions de Green sont contraintes par la covariance par 
rapport aux diffeomorphismes D : £ — > £ preservant l'orientation : 

= Z D * A,D*-y ; Z A, 7 = -^D*A,D*7 ; 
(®g{D(&)) Re )A,-y = (®9(&) Re )D*A, D *T 
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Si on change la metrique par une transformation de Weyl 7 — > e°"7, la fonction de partition 
et les fonctions de Green changent. Pour la fonction de partition, le changement est donne 
par l'equation 

Z A , e ^ = e^ s ^Z A ,, (18) 

ou St est Taction de Liouville 



S h (a) = I "(i da da + a 
Jt, 



et le nombre c = k dimG/(A: + g v ) est la charge centrale. Les fonctions de Green ont le 
comportement suivant sous les transformations de Weyl : 

( ® <?(&k )a, c ^ = J] e " AMM < ® 9&U ) a, 7 (19) 

1 I l 

ou Ai = Ci/(k + g y ) est le poids conforme — Ci est le Casimir quadratique dans la 
representation Ri. Le contenu de ces equations, exprimant I'anomalie conforme, n'est pas 
elementaire. On reporte leur demonstration a des chapitres ulterieurs. 

Si on effectue une transformation de Weyl 7 1— ► e CT 7, avec a nulle autour des points 
d'insertion, les fonctions de Green ne changent pas. On dira qu'une metrique est locale- 
ment plate si elle est compatible avec la structure complexe donnee sur S et si elle est plate 
autour des points d'insertion, i.e. de la forme \dz\ 2 . Dans ce cas, on supprimera l'indice 7 dans 
les fonctions de Green. Grace aux proprietes ( plj| ) et (|l9|), on pourra retrouver les fonctions 
de Green en metrique quelconque. Si on reprend la definition du tenseur d'energie-impulsion 
et si on utilise l'equation (|i~8|), on obtient 



Z A , a "j = ~1 ZZ {T ZZ ) A , 7 - 2j ZZ (T Z z) A , 1 - 1 ZZ (Tzz)a,j = g Ry- 

(T=0 



Par consequent, comme R-y = en metrique localement plate, on trouve 

( T Z z ) a = = ( T zz ) A . 

La covariance des fonctions de Green par rapport aux diffeomorphismes infinitesimaux im- 
plique, si on travaille un peu plus f58fl, que 



d z (T zz ) A = = d z (T zz ) A . 

Les egalites T zz = = T zz , d z T zz = = d z T zz , en metrique localement plate, tiennent aussi 
dans des fonctions de Green plus generates loin des autres points d'insertion. 

Une transformation PCT envoie la surface S vers la surface conjuguee S, munie de la 
structure complexe conjuguee. Si (z,z) est un systeme de coordonnees complexes induites par 
la structure complexe J, on notera encore par (z,z) les coordonnees complexes pour —J. La 
coordonnee «holomorphe» sera done z pour E et z pour S, et inversement pour la coordonnee 



40 



MODELE DE WESS-ZUMINO-NOVIKOV-WlTTEN 



anti-holomorphe. Au niveau de Paction classique, le passage de S a £ se traduit par 

S s (g,A) = S s (g\-Ai), S^g~ l , A) = S^g , A) . 
Si on reproduit la meme operation sur les integrates fonctionnelles, on constate que 



I I 

Ce resultat repose sur deux points fondamentaux : d'abord, on integre uniquement sur les 
champs a valeurs dans le groupe compact, ensuite, g(€e) Re = g(£e)n e ou 9(Ci) Re es ^ element de 
End(V\ f ) = End(V\ e ). Si on considere des fonctions de Green ou on a eventuellement insere 
des courants ou le tenseur d'energie-impulsion, le phenomene persiste. En clair, 



(J? ®g(&) Re )A,V=- (J§ ®9(6)fl,)-At,E, (J§ ® >A,E =" {Jz ®5(6)fl,)-At,E, 

t 11 i 



(T zz ®g{&) Rt ). 4 ,E ={Tzz ®g(Cih e )_ A t,s, (Tzz ®g(&) Re >a,e =(T zz ®g(€t)n t 
i 11 i 



(Tzz ®g(&)a e >a,e = (Tz Z ®g{£l)n e )-At,E- 

La covariance par rapport aux diffeomorphismes et aux transformations de Weyl ainsi que la 
symetrie PCT traduisent les proprietes conformes de la theorie quantique. 

Dans la suite, on notera par T(z) (resp. T(z)) l'insertion de T zz (resp. Tzz) dans les fonctions 
de Green, en metrique localement plate et en champ de jauge (localement) nul. En fait, le 
tenseur d'energie-impulsion n'est pas independant des courants. Ainsi, on verra plus tard que 



T et T peuvent etre obtenus grace a la construction de Sugawara [ 138 ] 



T ^ s kW H ( tr J ^ J ^ ~ t£$) ' ^ 

On peut interpreter ce resultat comme le versant quantique de l'egalite classique T zz \ class ' = 
| tr ( J z | class ') 2 et idem avec ~z. Au niveau classique, on definit et on calcule : 

^ |C ias, = £A S (g,A) = -l(d z g+ [A z ,g])g-\ 

^class. ^ ^ s(St A) = k {d _ g + ^_ g])} 

rp I class. Ank6 q/ a 

I class. 



r^| dass - = |^tr( 5 - 1 (^ + [^, 5 ]))^ 
r^| class - = |^7tr {g- l {d- z g + [A e ,g}))\ 



T Z z — — T z z ■ 



*L'action de WZNW definie sur la surface conjuguee a E est 

kS^{g) = -^ / tT(g~ 1 dg)(g~ 1 dg) + ^ \ tr(p _1 dg) 3 (mod 2m). 
Je J b 

La partie sigma ne voit pas de difference entre E et E car l'echange z «-> ~z est compense par le changement 
d'orientation entre E et E. 
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En metrique localement plate, on a ^7 = 1, d'oii le resultat. Au niveau classique, la cons- 
truction de Sugawara reste vraie en champ de jauge non-nul. 

L'introduction du tenseur d'energie-impulsion permet d'expliciter deux termes supplementaires 
dans le developpement a courtes distances (16. a) restreint a a = b et somme sur a, 

r ( z ) r ( w ) = l(Sfr + ( fc + 9 y )T{w) + k -±f( z - w ) d w T{w) + ■■■ (21) 

ou les termes restants sont analytiques en z et ro. La demonstration repose sur la symetrie en 
z et w. En effet, si on reprend ce developpement en echangeant z et w, on doit trouver le meme 
resultat. Deja, le terme constant est trivialement donne par la construction de Sugawara. On 

a done J a (z) J a (w) = j^z^i + (k + g v ) T(w) + (z - w) &(w) H , ou & est une fonction 

analytique. La difference entre cette equation et sa symetrisee donne : = {k + g y ) (T(w) — 
T(z)) + (z — w) {3P{z) + &(w)) + • • • . On conclut facilement apres avoir developpe T(w) et 
&{w) autour de z. 

4.7. Developpements a courtes distances II 

On peut deduire les developpements a courtes distances faisant intervenir le tenseur energie- 
impulsion a partir des proprietes conformes des fonctions de Green, neanmoins, on va plutot 
partir de la construction de Sugawara. Avant, fixons quelques termes propres au jargon con- 
forme @. 

Une transformation conforme locale dans l'espace muni d'une metrique riemannienne 
ou pseudo-riemannienne est un changement de coordonnees locales qui ne change pas la classe 
conforme de la metrique. Une telle transformation conserve les angles. La particularite de la 
dimension 2 est que toute transformation analytique locale du plan complexe muni de la 
metrique \dz\ 2 est conforme. L'inverse est aussi vrai pour les transformations qui preservent 
l'orientation. Si on compactifie le plan passant au CP 1 , les seules transformations conformes 
globales qui preservent l'orientation sont les transformations projectives z 1— > de CP 1 . 
Ces dernieres forment le groupe conforme global (ou projectif), note PSL2 = SL2/Z2. 

Reprenons l'etude pour une surface de Riemann compacte. On dit qu'un champ ip(z, z) est 
primaire, de poids conforme (A, A), si toute transformation conforme locale laisse invariante 
la forme <p(z,z) dz^dz^ . Les quantites A et A sont reelles et independantes. La difference 
s = A — A represente le spin du champ ; on suppose que s est entier ou demi-entier. La somme 
d = A + A est la dimension du champ. Geometriquement, on peut voir un champ primaire 

comme une section de K^®K^ ou de K s , ou K est le fibre canonique, c.-a-d. le fibre cotangent 
holomorphe, au-dessus de S. En effet, grace a la metrique riemannienne 7, on peut identifier 
le fibre cotangent anti- holomorphe K avec le fibre en droite dual K . Un champ quasi- 
primaire est un champ qui ne possede la propriete precedente que pour les changements 
de coordonnees appartenant a PSL2. Enfin, un champ secondaire (ou descendant) est 
un champ qui n'est ni primaire, ni quasi-primaire. Pour ce qui nous interesse ici, les champs 
Re son t des champs primaires de poids conforme (A^, A^). On en reporte la demonstration 
au chapitre 4. Neanmoins, remarquons deja que l'equation ( |i~9| ) indique que 

- g(^e) Re est un champ primaire de poids (A^A^). En effet, si on fixe des coordonnees 
locales (z£,~z~e) au point ^, on a 

{g(zg, zp) Rl ) A = {g(z£, ze) Re )A,\dz' e /dz e \ 2 dz e <tz e = 



dze 



{g(z e ,ze) Re 
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dans un changement de coordonnees locales — > z'^ ; 

- les courants J a {z) et J (z) sont des champs primaires de poids conformes respectifs 
(1,0) et (0,1). Cette assertion signifie juste que J a (z)dz (resp. J (~z) dz) est une (l,0)-forme 
(resp. (0, l)-forme). Ceci provient de la definition meme des courants ; 

- les tenseurs T(z) et T(z) sont des champs quasi-primaires de poids conformes respectifs 
(2, 0) et (0, 2). Si on effectue un changement de coordonnees dans la construction de Sugawara, 
on obtient facilement que 

T(z') dz' 2 = T(z) dz 2 - £ {z'; z} dz 2 
T(z') dz' 2 = T(z) dz 2 - £ {z'; z} dz 2 

ou 

, , , _ d?z' /dz 3 3 f d 2 z'/dz 2 
l Z > Z J = dz' I dz 2 \ dz 1 /dz 

est la derivee de Schwarz d'un changement de variable. La derivee de Schwarz est nulle 
si, et seulement si, le changement de coordonnees appartient a PSL2. La loi de transfor- 
mation du tenseur d'energie-impulsion definit une connexion projective sur la surface E. 
Geometriquement, la donnee d'une connexion projective est equivalente a la donnee d'une 
structure projective sur la surface specifiee par un atlas des coordonnees qui s'accordent mo- 



dulo transformations projectives [141] 



On consacre la fin de cette section a demontrer les developpements a courtes distances 
faisant intervenir le tenseur d'energie-impulsion. Le procede utilise la construction de Su- 
gawara et les developpements a courtes distances obtenus pour les courants. II n'est pas 
inutile de dire qu'il est possible d'obtenir tous les developpements qui suivent uniquement 
a partir des proprietes conformes de la theorie j58fl . Les demonstrations n'en sont que plus 
claires. En fait, la methode choisie ici ne permet pas de trouver le developpement (26). Pour 
cela il faudrait d'abord generaliser la construction de Sugawara en champ de jauge non-nul. 
C'est possible mais un peu inutile puisqu'on peut demontrer le developpement directement. 

T(z) g(&) Re = g&U + ^ d Zl g{i,) Rt +■■■ , (22.a 

T(z) g(Z e ) Re = gfa) Bi + d- Zl g{^) Rt + • • • , (22.b 

T(z) J a (w) = J a (w) + ^ d w J a (w) + • • • , (23.a 

T(z) T(w) = T(w) + =i= d w T(w) + • • • , (23.b 

T(z)T{w) = ■■■ , (24.a 

T(z) J a {w) = ■■■ , (24.b 

T ^) T H = jS^ + it^ T H + ib<W«0 + • • • > ( 25 - a 

=ww + tA? T{w) + + • • • > < 25 - b 

T(z) T(w) = - g 3 z d- z 6& {z - w ) + . . . . (26 



Pour connaitre le comportement des fonctions de Green ou on insere trois courants, on 
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commence par deliver l'equation (14) par rapport a A^, 

dz( J a z 4 J c y ® )a - / a6 " 6®(z - w) ( J? J c y ®g(£t) Rt ) A 

- in r» (z- y )( 4 ® 5 (e,) Bf ) A + i r» a$ { j% j* j a c ® ) A 



(27) 



Grace aux distributions de Dirac, on remplace J% par j£, dans le seconde terme, et par Jy , 
dans le troisieme. En champ de jauge nul, on integre cette equation par rapport a ~z 

( Jt Jt Jy ® gfaU > = ( Jy ® g&U > + Jg£ ( J b w ® g&U ) 

+ S < 4 4 f ) + ^ ( 4 J - ) (28) 



a des termes analytiques pres en z autour de w, j/ et Zf. Le comportement en zg ne nous 
interessant pas, on ne tient pas compte des termes en l/(z — zg). Par contre, on a aussi 
besoin du comportement des fonctions de Green par rapport a w et y. On peut aussi calculer 
les derivees partielles par rapport a w et y. On connait done le comportement des fonctions 
J a (z) J b (w) J c (y) par rapport a z, y et w. Neanmoins, on ne peut pas directement ((symetriser » 
l'equation (|2g|). Pour le moment, on peut juste dire qu'il existe deux fonctions g abc et x abC ) 
ne dependant pas de w, telles que 



r(z) J\w) r(y) = g¥* J c (y) + ^ J b {w) + ^ 6 abc (z, y) 



+ ^ J»{w) J c (y) + ^ jM(y) J b (w) + ^ X abc (z, y) + - , (29) 

a des termes analytiques pres en z, ro et y, differents des Z£. On commence par calculer la 
limite, quand w tend vers y, de (w — y) 2 J a (z) J b (w) J c (y) d'une part grace a l'equation (29), 
d'autre part grace a l'egalite analogue a l'equation (^8|) et donnant le comportement vis a 
vis de w. Si on compare les resultats, on trouve g abc . Pour determiner x abC i on procede de la 
meme maniere, mais avec lim (w — y) (J a (z) J b (w) J c (y) — ? - ^ g abc (z,y)). Finalement, 

w— >y \ w V) 

r(z) j\ w) r( y ) = r( y) + *g£ j\ w) + r( z) 

+ ^ j»w r(y) + ^ j"® Aw) + ^ ,ny) r(z) 

ikf abc /2 jbay. jay.v j V (30) 

(w-y)(z-y) 2 (w-y)(z-y) ^ > ' 

a des termes analytiques pres en z, w, y differents des Z(. A premiere vue, cette equation 
n'est pas symetrique en z, w et y. En fait, cette symetrie est cachee. Par exemple, si on 
echange les roles tenus par (o, z) et (b, w), on verifie aisement que la difference entre le resultat 
obtenu et l'equation (|30|) est analytique dans les trois variables. Au depart, pour symetriser 
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l'equation (pq), on devait rajouter des termes analytiques en z exhibant le pole d'ordre 2 en 
w = y. Quand on regarde de plus pres l'equation (j3G|), on constate qu'on a justement rajoute 
les termes «evidents» provenant du troisieme pole, mais sans les termes singuliers en z. En 
b = c, on obtient 



r {z ) (jV) Ay) - l^f) = r { y) + ^ j» 



Si on utilise les proprietes de symetrie des constantes de structure de l'algebre de Lie, on 
constate qu'il n'y a reellement qu'une fonction a deux points, soit J b (y) J c (w), ponderee par 

if abc f_y 1_\ = _ if abc_L_ (yz» + ...\ 

J \z—w z—y J J z—w \z— w J 

Ensuite, on introduit le developpement (16. a) et on prend la limite quand y — ► w 
(k + g^) J*(z) T(w) = J d (w) + Aw) + -... 

Or f abc f bcd = g y S ad , done J a {z)T(w) = r^jjyi J a {w) + Cette equation exprime le 
comportement de J a (z)T(w) quand z tend vers w ; nous, e'est l'inverse qui nous interesse. 
Pour conclure, il suffit de remplacer J a (w) par J a (z) + (w — z) d z J a (z) + • • • . Demontrer le 
developpement (23. b) ne suscite aucune difficulte supplementaire ; quant aux equations (24. a- 
b), elles suivent des egalites 

r(z) J b (w)T(y) = Aw)T{y) + ^ T(y) + • • • , (31.a) 

T(z)j\w) Ay) = l 4^T(w) r{y) + ™w Av) + ■ ■ ■ , (31.b) 

ou les termes residuels, dans l'equation (31. a) (resp. (31. b)), sont analytiques en z, w et 
y (resp. z, w et y), loin des points ^. 

Lorsqu'on desire inserer deux tenseurs d'energie-impulsion, comme dans les equations (25. a- 
b), on doit d'abord deriver l'equation (j27j) par rapport a A^, 

d-( Jt 4 J c y J d ® gfa)* ) A -i7r f ab » 8® (z-w){ J£ J c y J d ® g{(U)n t )a 

-in r» 8® (z-y)( 4 J h w J d ® g(^) Rl ) A - m f ad » 5^ (z - v) ( J* J b w 4 ® g(^) Ri ) A 

+i r 11 A$ ( Jf J b w J c y 4 ® gfaU > a = - \ vr 8 ab d z 5^ (z-w)( 4 4 g(^) Re ) A 



I 

\vb ac djW {z _ y){ jl jd g, g fa )st ) A - k - 7T 8 ad d z 5^ (z-v)( 4 4 ® g{ii) Re ) J 



+ (§ d z A§ - 7T ^8^(z ~ Z *) «?) ( 4 4 J v ®9&)n e ) A 



Comme precedemment, on integre cette equation, en champ de jauge nul, par rapport a z, 

J a (z) J b (w) Av) Av) = Ay) Av) + ^ j b ( w ) Av) + ^ Aw) Ay) 

+ ^ Aw) Ay) Av) + lJ ^r Av) J b H J d (v) + ^ Av) j b (w) Ay) + - , 



4- Fonctions de Green et leurs symetries 
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a des termes analytiques pres en z autour de w, y et v et loin des points Un calcul 
similaire a celui qui nous conduisait vers l'equation (|30|) — mais beaucoup plus long - 
permet d'expliciter completement le comportement de J a {z) J b (w) J c (y) J d (v) par rapport a 
z, w, y et v : 

J a (z) J\w) J c (y) J d (v) = J c {y) J d (v) + g$ J b (w) J d (v) + ^ J b (w) J c (y) 

+ ^ J*(w) r(y) J d (v) + ^ J^y) J\w) J d {v) + ^ J» J b (w) J c (y) 

+ Qi bcd (z, y, «) + ^ eft*, y, «) + eg 6 "^, «) (32) 

+ ^ xf y, «) + X2 bcd (z, y,v) + ^ X f cd (z, w,v) + ... 

a des termes analytiques pres en z, w, y et v, differents des zg. Les fonctions g® bcd et x» bcd 
sont donnees par 

nhrrl/ \ i T n / s rrf / s ikS bc f ad ^/2 ,„ , . fc 2 5 ad 5 6c /4 

< cd (z, y, u) = J a (^) J>) J M (u) - , 

afccd/ \ u,, rat \ rc/ \ ik5 hd f ac ^/2 TU , « fc 2 <5 ac <5 M /4 

^ Cd (z,y,«) =*i M /2/(z) J c (y) J^(y) - / , 

afecd/ \ i T fe/ x IB / \ ik5 cd f ab ^/2 T „, ■, k 2 S ah S cd /i 



(z-w) 2 ' 

X f cd (z,y,v) =if^ J"(y) r(z) J d (v) + J v (y) J d (v) + J"(y) J»(v) 

(z-y) 2 J W (z-v) 2 J W' 

Xt cd (z,y,v) = J/» J«(.) J c (y) + ^1 J» J c (y) + J» J"(y) 



(z-t>) 2 yyJ (z-y) 2 

X f cd (z,w,v) =if^ J»(v) J b (w) J a (z) + ffi^ J» J\w) + J» J^H 

ikf^ d /2 jbf s _ ifc<5° c 

La encore, ce n'est pas la seule solution au probleme pose. Comme pour les fonctions de Green 



a trois courants les autres solutions s'obtiennent en symetrisant l'equation (32). On verifie 
alors que la difference entre deux solutions est analytique dans les quatres variables. Quand on 
reprend cette equation avec a = b et c = d, presque tous les termes disparaissent. On obtient 
alors l'equation (25. a) en faisant tendre y vers v, puis z vers w. Au passage, notons qu'on 
doit utiliser le developpement a courtes distances (|2l]). On procede de meme pour arriver a 
l'equation (25. b). 

4.8. Equation de Knizhnik-Zamolodchikov 

Momentanement, on suppose que £ est la sphere de Riemann CP 1 . Lorsqu'on integre 



l'equation (|l l|) , on obtient 
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Par rapport a l'equation (12. a), il n'y a pas de termes residuels parce que sur CP 1 il n'y a 
pas de (l,0)-forme globale holomorphe. De la meme fagon, si on reprend l'equation (|i~5|), avec 
b = a : 

( T(z) ® 9&) Re > = iEii(« 9®)* ) (33) 

oil on a directement pris la limite w — > z. D'apres l'equation (22. a), le terme apparais- 
sant a gauche dans l'equation precedente est analytique sauf aux points ^ oil il presente 
un pole d'ordre 2. Si on compare les coefficients devant j—z^p, et les residus provenant des 
equations (22. a) et (|33|), on retrouve l'expression Ag = Cf j(k + g y ) et on obtient V equation 
de Knizhnik-Zamolodchikov [53] : 

(^-^ES)(?^) fil )=0. (34) 
On associe a ce systeme differentiel la connexion 

ou He G End(Vx) est le Hamiltonien de Gaudin 

E+a fa 
Zt—Zm ' 

sur le fibre trivial Yn X V\ au-dessus de Yjv, 1' ensemble des sequences £ de points deux a deux 
differents dans le plan complexe. Comme les Hamiltoniens de Gaudin commutent pour des t 
differents, la connexion V est plate. Son holonomie definit une representation du groupe P/v 
des tresses pures, i.e. le groupe fondamental de Yjy, dans l'espace V\ pl|| . Au chapitre 4, on 
construit une equation differentielle analogue pour S de genre quelconque. 



§5. D'Euclide a Hilbert 

Pour le moment, nous avons localise notre attention sur le formalisme euclidien. On explore 
maintenant un point de vue plus « traditionnel » de la theorie des champs, car plus proche 
du formalisme originel de la mecanique quantique. Dans ce formalisme, dit operatoriel, les 
fondations de la theorie reposent sur trois entites 

— l'espace de Hilbert des etats ; 

— une representation du groupe de symetrie ; 

— une certaine famine d'operateurs. 

En theorie des champs, on sait qu'il est possible de jongler entre ces deux approches. Dans 
cette section, on extrait concretement le formalisme operatoriel du formalisme euclidien. Notre 



discussion repose sur une condition physique (dite d' Osterw alder- Schrader [121, 122]) de 
positivite sur les fonctions de Green sur la sphere de Riemann CP 1 . On caique la presentation 
de [jjgfl, mais adaptee au modele de WZNW. 
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5.1. Condition physique de positivite 

Dans cette section, £ est la sphere de Riemann CP 1 . Soit # : CP 1 B z i— > z^ 1 G CP 1 . 
Cette application envoie D sur son complementaire D' dans CP 1 (et vice versa) et laisse le 
cercle S 1 globalement invariant. Soit 7 D une metrique riemannienne sur D compatible avec 
la structure complexe, de la forme |z|~ 2 |dz| 2 au voisinage de dD = S 1 — on dira qu'une telle 
metrique est plate le long du bord. On «colle» (regulierement) la metrique t?*7 c sur D' et la 
metrique 7 D pour obtenir une metrique reguliere ^Jd^Jd sur CP 1 . Definissons l'operation 
© de reflexion en temps sur les champs (quasi-)primaires (p de poids conformes (A, A) : 
soit z € D, on pose 

e<p{z,z) = (-z-*)*(-z- 2 f ^ PCT (- 1 ,.- 1 ). 

Le champ (/? PCT est le champ obtenu par transformation PCT a partir de ip : 



(ip{z,z) ...)cpi = (<p PCT (z,z) ...)cpT. 

Pour l'ensemble des champs (quasi-)primaires mis en evidence dans la section precedente, on 
a vu que 

J a (z) ™ ~J a (z), T(z) ^ -T(z), 
T(z)^T{z), T(z)^T{z), 



g(z,z) R ^ g{z,zh 



Notons que le champ (/r 01 est de meme nature que le champ original ip, i.e. il est egalement 
(quasi-)primaire de poids conformes (A, A) mais pour CP 1 . On a done: 

QJ a (z) = z~ 2 J^z- 1 ), QT{z) = z^Tiz' 1 ), 
®T{z) = z- 4 T{z~ l ), OT(z) = z^Tiz- 1 ), 

@g(z,z) R = \z\~ 4A g^' 1 , z' 1 )^ 

et O agit sur les constantes par conjugaison complexe. Considerons la combinaison formelle 
(eventuellement vide) 

x = y[t(z„) n n J a] fe) n 7 ^) n u^^a ^ 

k k 3 3 I [I] 

On a note par g(ze,Z£)$ t un element « matriciel » . Dans la suite, on utilise / pour signifier 
le choix d'un i et d'un element matriciel [£]. Par definition, le support de X est l'ensemble 
SuppX = {z k , z%-, Zj, Zj, Z(}. On exige que SuppX C D. On etend le domaine d'action de O 
aux expressions X : 

ex=n &T(z k ) n enz- k ) n jaj fe) n 0713 n ©^^s ■ 

k k 3 1 t 

Soient {X a } une famine de nombres complexes, {7r>, Q } une famine de metriques sur D (plates 
le long du bord) et {Y a } une famille d'expressions uniquement composees a partir de champs 
primaires. La condition physique de positivite impose Pinegalite 
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En particulier, Z^ 1DilD ^ 0. Par convention, la fonction de Green du produit vide vaut 1. 
Cette inegalite entraine que, pour toute expression du type (35), 

A Q2 A Ql ((@X a2 ) X ai ) ^ 

Q1,Q2 

ou les fonctions de Green sont prises en champ de jauge localement nul et en metrique locale- 
ment plate. Une fois cette condition assuree sur les fonctions de Green, la quantite 

Y^ P K({<dx' p )x a ) 

/3,a 

definit une forme hermitienne sur l'espace vectoriel V D engendre par les expressions du 



type (H) avec SuppX C D. L'hermiticite de la forme, c.-a-d. ((@X')X) = ((QX)X'), 
est une consequence des proprietes conformes des fonctions de Green. II suffit de montrer que 
{X ) = ( QX ) . Par construction, 

(tp(z,z) ...) cp i = ((^ PCT (Z,Z) ...)cpT. 



On effectue le changement de coordonnees CP 1 3 (z,z) i-> (w,w) = ( = , \) £ CP 1 . A gauche, 
la coordonnee z est la coordonnee analytique, par consequent <p est un changement de coor- 
donnees analytiques. On sait alors que 

/ PCTV- \ \ l (dw\ A /dw\ A PCT/ — \ \ 

--2nA/ „-2\A , PCT7--1 -1\ \ 



{(-z~'T(-z-T^ r (z 



ce qu'il fallait demontrer. 
Soit 



H = V D /V™ 1 



la completion de l'espace V D , muni de la semi-norme provenant de la forme hermitienne 
positive definie ci-dessus. Par construction, V^ ul est l'ensemble des vecteurs de V D qui annulent 
la semi-norme. On note i l'injection canonique qui envoie V D dans H. On montre [104] que 
l'image de V D par t, notee Ho, est dense dans H. Le produit scalaire sur H est simplement 

{i(X'),i(X)) = {(QX')X). 

On convient de noter Q le vecteur vide, image du produit vide par t. L'espace H est muni 
d'une involution anti-unitaire (Q), notee J* , qui envoie un vecteur i(X) sur le vecteur 
t(X), image par l de 



x = n^n^n jaj &)H A^n^.- 



* Une involution anti-unitaire est une involution anti-lineaire preservant le produit scalaire. 
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5.2. Operateurs 

Definissons une operation de dilatation S q de parametre q £ C, < \q\ ^ 1, sur les 
champs (quasi-)primaires par S q ip(z,z) = q A q A Lp(qz,~qz). Par consequent, 

S q T(z) = q 2 T(qz), S q T(z) = q 2 T(qz), 

S q J a (z) =qJ a (qz), S q T{z)=qT{qz), 
S q g(z,z) R = \q\ 2A g(qz,qz) R . 

Comme pour 0, on etend Paction de S q aux elements de V D , 

S q X = J] S q T{z k ) 11 S.Tizj) H S q J a > (z 3 ) ]J SaT*^ H S q g( Zi ,z e ) [ l 

k k j J £ 

A partir de S q , on peut construire une operation de dilatation agissant dans H : 

y q i(x) = t(s q x). 

L'operation est bien definie a condition que l/° ul soit stable par S^ q . Comme la forme sur V D 
est hermitienne, V£ ul est l'ensemble des vecteurs X de V D tels que ( (QY) X ) = 0, pour tout 
Y 6 V D . II suffit done de verifier l'egalite 

((GX')S q X) = ((eS q X')X). (36) 

Comme pour l'hermiticite de la forme, cette egalite est une consequence des proprietes con- 
formes des fonctions de Green. En effet, on a 

<(©W ■■■) = ((^) A (w)V CT (^^)^^) ...)• 

On effectue le changement de coordonnees analytique qui envoie (z,~z) vers (qz,q~z) et on 
trouve exactement ( (©</?') S q ip . . .). On fera attention que pour le premier champ, la coor- 
donnee holomorphe est 4= qui va done vers q/(qz) = =. L'operateur dilatation 5^ q est done 
bien defini de domaine Ho dense invariant dans H. En fait, on peut extraire plus d'information 
de l'equation (p6|). La famille {=5^} forme un semi-groupe : apres 
application iterative de l'inegalite de Schwarz et d'apres la propriete de semi-groupe, 

\{i{x'),y q L{x))\ ^ \\l{x')\\ \\y q i{x)\\ = \\i{x')\\ {i{x),y qq i(x)) 1/2 

^■■■^\\i{X')\\ || t (X)||^ + - + ^( i (X) ) ^ (g _ )2 „- ll (X)) 1/2n . (37) 
Supposons que, pour tout e > 0, il existe une constante C c telle que 

|((ei')^)Kc ( r 

quand t — ► 0. Cette propriete nous permet de majorer le terme de droite de l'inegalite (|37|). 
On prend alors la limite quand n tend vers l'infini ; on trouve 

\{i(x'),y q i(x))\ ^ \\i(x')\\ \\l(x)\\. 
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Ainsi, le semi-groupe des dilatations contient uniquement des contractions de H. Qui plus est, 
d'apres l'equation (|36|), = 5\. Enfin, les operateurs S* q sont faiblement continus sur H, 
propriete assuree par la continuity faible sur Hq. On sait alors que les elements du semi-groupe 



{y q } possedent la representation suivante |129 | 



y q = q L ° q L ° 

ou Lq et Lq sont des operateurs auto-adjoints fortement commutants tels que Lq + Lq ^ 0. 
En plus, leurs domaines respectifs contiennent Ho ou 

l i(x) = d q \ q=l y q t{x), l l(x) = d- q \ q=1 y q i(x). 

Notons que ^ g H est dense dans H, pour tout q. 

Soit z £ C, < \z\ < 1 ; on extrait des champs de la theorie un ensemble d'operateurs 
^(z), ^(z), a f a {z) } J! (z) et g(z,z) R agissant dans l'espace ^H dense dans H : 

&(z)l(X) = i(T(z)X), W(z)l(X) = i(T(z)X), 

J a (z)i(X) = i(J a (z)X), T{z)i{X) = i(J a (z)X), 
g{z,z) R i{X) = i(g(z,z) R X). 

Sauf indication contraire, on notera toujours les operateurs par des lettres calligraphiques. En 
prenant t(X) dans ^ z Hq — c.-a-d. SuppX C {z' \ \z'\ < \z\ < 1}, on evite toute ambiguite. 
En effet, ces operateurs sont correctement definis s'ils laissent V^ nl globalement invariant ; 
consequence de l'equation ([^). On conviendra que ^ [z) = c / a {z) t a et de meme pour J?{z). 
II suit de la definition precedente qu'un vecteur X £ V D , donne par l'equation ( |35| ) ou les 
points d'insertion sont tous de modules differents, verifie 

k k J 1 £ 

ou R reordonne les operateurs de telle sorte qu'ils agissent dans l'ordre croissant en \z\. En 
physique, ce processus apparait sous le nom de quantification radiale. Enfin, si on conjugue 
les operateurs par Pinvolution /, ona 

J 3T{z)J? = &(z), yW(z)^ =W(z), 
^g{z,z) R J? = g(z,z) R . 

5.3. Unitarite 

Developpons en serie de Laurent les operateurs J?(z), ^ {~z), 2F{z) et 2?{z) ■ 

f{z) =Y J JnZ- n ~\ ~J{Z) = Y,Jn^ n -\ 

neZ nSZ 
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oil les modes sont donnes par les integrates 

J\z\=r<l J\z\=r<l 

L n = ± <f dzz n+1 3T{z), L n = -± l I dzz n+1 W(z). 

J\z\=r<\ J\z\=t<\ 

On a vu que Pinsertion des champs J(z), J(~z), T(z) et T(z) produit des fonctions de 
Green analytiques sauf aux points d'insertion, ou on obtient une singularite. La quantite 
(l(X'), L n i(X)) ne depend done pas du contour choisi, tant que ce dernier encercle les 
points d'insertion de t(X) £ =5^ r Ho — idem avec les autres modes. Ainsi, contrairement aux 
conventions adoptees j usque-la, les modes, bien que notes par des lettres droites, sont des 
operateurs de domaine Ho dense dans H. 

Soit e > 0, choisi pour que, dans les calculs suivants, les contours soient adaptes aux vecteurs 
i(X) et i(X') : 

( l(X'), L n t(X) ) = J- / dz z n+1 ( (OX') T(z)X > 

J\z\ = l — e 

= Wi < f dzz^(Q(X'TC=))X) 

ou on a deforme le contour d'integration, puis on a remplace T(z), pour \z\ = 1 + e, par 
z -*0T(i). II vient 

( l(X% L n t(X) ) = ( - ^ / dzz n ~ 3 3T{\) c(X'), t(X) ) 

J\z\=l+e 



■ 1 



dww~ n+1 3T(w) c(X'), l(X)) = (L^ n t(X'), l(X)). 
[ W |=(i+e)-i 



Par consequent, P operateur L n est fermable (Q), d'adjoint Ln = L_ n . On procede de la meme 
maniere avec les autres modes ; les operateurs L n , L n , J" et J n sont fermables et 

t\ — j yt _ y rat _ j a ~j a \ — ~f a ciq\ 

En pratique, on etend le domaine des operateurs. On autorise la presence de modes dans les 
expressions donnees par Pequation (|35|). Soit Hi l'espace ainsi obtenu ; Ho C Hi C H et Hi 
est invariant sous Paction des modes. On etend les operateurs ^{z), ^(z), ^(z), (z) et 
g(z,z) R a y 2 Hi et les modes a Hi. Notons que ces operateurs ne sont pas fermables. II faut 
done regarder leurs domaines respectifs avec attention. 



5.4. Axiomes de Segal pour une theorie conforme reelle 

Dans cette section, on retourne a Petude du modele defini sur une surface de Riemann £ 
de bord <9£ (cf. pj27|). Notons 9 : S 1 B z — » z~ x 6 S 1 ; cette application renverse Porientation 



*Pour qu'un operateur .e/ soit fermable, il suffit de montrer 177J que pour toute suite {3£ n ) de vecteurs de 
Ho, telle que 3£ n — > et si X n — > 3? £ H, alors 3f = 0. On garde la meme notation pour un operateur et sa 
fermeture. 



52 



MODELE DE WESS-ZUMINO-NOVIKOV-WlTTEN 



de la composante (<9S)j via la parametrisation pf = pi o 0. On peut completer S (de maniere 
unique) pour former une surface de Riemann compacte S. A cet effet, on «colle)> une copie 
D{ de D suivant (<9S)j, i G I_, et une copie D[ de D' si i G J+ . On peut voir || que la surface 
S herite d'une structure complexe. Inversement, si on dispose d'une surface de Riemann 
compacte S avec de parametres locaux, c.-a-d. avec un certain nombre de disques fermes D 
et D' disjoints plonges holomorphiquement dans S, on construit une surface S a bord, dont 
les composantes connexes sont parametrisees par le cercle S . II suffit pour cela d'«enlever» 
l'interieur des disques plonges. 

On dit qu'une metrique 7 (compatible avec la structure complexe) est plate le long du 
bord si, pour tout i, on ap*7 = \z\~ 2 \dz\ 2 au voisinage de chaque composante du bord (apres 
continuation analytique de pi a un voisinage de S 1 ). Soient 7 une metrique sur S et 7 D une 
metrique sur D — toutes deux plates le long du bord. Notons Zi le plongement de la i-eme 
copie de D (ou D') dans S. Si i £ I + , 7, = z*j D est une metrique riemannienne sur Di ; si 
i £ I-, (zi o '&)*"f D = ^*7i est une metrique riemannienne sur Di. On obtient une metrique 
sur S : 

1={ S 7,)«7tt( tt ^*7i)- 
D'apres la propriete (|l8|), la quantite suivante 



Z 7 = |^J(Z^ 



r l/2 

74 » Ti / 



ne depend pas du choix de j D (dans la classe conforme). De plus, toujours grace a Panomalie 
conforme, Z y change suivant Pequation (|i~8| ) dans une transformation de Weyl triviale au 
voisinage du bord. On appellera Z 1 la fonction de partition pour une surface de Riemann a 
bord. Soient i(Xj) G Ho, i E I. A tout surface S a bord, on associe un operateur (appele 
aussi amplitude) A E (Pj)>7 defini par ses elements matriciels 

a e , {pi) , 7 (g) t TO)=z 7 (jj(©^) ( 4 °) 

iej + «g/_ iej + «e/_ 

Si on considere une surface compacte, on trouve A Ei7 = Z 1 . L'idee de Segal est de prendre 
ces amplitudes pour fondations de l'immeuble de la theorie conforme des champs. 

On suppose donne un espace de Hilbert H accompagne d'une involution anti-unitaire 
telle que, pour toute surface S du type defini ci-dessus — i.e. X est decoree par un ensemble 
de parametrisations pi, ieLU J+, et par une metrique 7 plate le long du bord — il existe 
un operateur tradable 

A Si(pi) , 7 : (g)H^ (g)H. 

On convient que le produit tensoriel vide donne C. Ces operateurs doivent verifier les axiomes 
suivants 

A) Localite. Si X est la reunion disjointe de (Si, (pii),7i) et (S2, (j>2«);72) 

-A-e, (*>i),7 = A Sli(pi .) :T1 (8> A E2j ( P2i ), 72 ; 
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B) Covariance generate. Si D : Si — > E2 est un diffeomorphisme holomorphe egal a 
l'identite dans les parametrisations autour du bord, alors 



L Bi, ( Pi ),7 



L E 2 , (-D o pj, D*7i 



C) Invariance PCT. 

A- — A"!" 

D) Soit iq G I + , 

(^X'), A EiP v i(p< , )i7t (X )® t (X)) = {(S i(X )) ® i(X') , A B)Wi7 t(X)) 
ou i' / «0j g H, € (g) H, et t(X ) est un element de H ; 

E) Unitarite. (cf. figure |2|) Si £' est obtenue en identifiant les bords i\ E 7_ et 12 £ I+, via 



Pi 2 alors 



ou i' ^ 11,12 et la tr^^ porte sur les facteurs i\ et 12 dans le produit tensoriel ; 
F) Invariance conforme. Si a G < ^' 00 (E,R) est nulle dans un voisinage de <9E, alors 



L S, (Pi),c"7 



e 24-, 



■ Sl(o-) a 



S, (Pi),7- 



Des versions des axiomes de Segal sont presentees dans un article non publie 1 132 ] et dans 
les compte-rendus [133, 134]. Avec un langage similaire a celui utilise dans cette these, on 



trouvera dans [59] les axiomes pour une theorie conforme (complexe), ainsi qu'une description 
de la notion de foncteur modulaire (les blocs conformes du physicien). Ces axiomes et ses 
variantes cachent une structure particulierement riche — equations de Moore et Seiberg [28], 
operateurs de vertex [90, M], ... — dont on ne donnera qu'un timide apercu. 



fc> 




Figure 2. — Unitarite 



54 



MODELE DE WESS-ZUMINO-NOVIKOV-WlTTEN 



Regardons de plus pres la signification des axiomes de Segal, tout particulierement a la 
lumiere de l'integrale fonctionnelle. L'existence de la famille d'operateurs tragables impose 
des conditions de regularite sur les fonctions de Green. La propriete A) definit les operateurs 
pour les surfaces non connexes. L'axiome D) explique le comportement des operateurs quand 
on renverse l'orientation d'une composante du bord. Globalement, mise a part l'axiome E), 
ces proprietes decoulent des symetries des fonctions de Green expliquees dans le paragraphe 
consacre au tenseur d'energie-impulsion. Par contre la condition E) est nouvelle. En effet, 
l'operation de recollement entre deux surfaces permet de relier les operateurs issus de surfaces 
de topologies a priori differentes. 

On a vu, dans la section 3.2, comment ecrire l'integrale fonctionnelle pour des champs a 
valeurs fixees sur le bord. On avait alors interprets les amplitudes quantiques pour le modele 
de WZNW comme les sections d'un fibre en droite au-dessus du groupe des lacets. L'amplitude 
A Si ( Pi ), 7 ((fl l i)j e /); °u 9i £ LG, devient le noyau de l'operateur A Si(p . )i7 dans le langage de 
Segal. Formellement, la traduction de l'axiome E) en terme d'integrale fonctionnelle est 

A s , (pi) , 7 (( 5 i) isJ )= / e- kS ^Dg=fDg [ e - kS ^Dg. 



c/:E^G LG g-.E^G 

9°Pi=90< »=*1>*2 



Supposons que S est la sphere de Riemann et que la metrique 7^ est localement plate. 
L'espace de Hilbert de Segal Hp sera l'espace & des sections du fibre ir : «Sf fc — > LG On 
munit Hp de la norme (formelle) L 2 induite par la structure hermitienne sur Jzf k — > LG : 



|^| 2 l2 = / \^(go)\ 2 Ki D 9o 



LG 



Expliquons le lien entre l'espace des etats H construit dans la section 5.1 et l'espace Hp. Soit 
X G V D . On peut lui associer un vecteur u[X) G H. D'autre part, on lui adjoint une section 
(formelle) & x de ££ k de Hp par 



x 



(go) = (Z,. 1DSlD )-V 2 J Xe~ kS ^Dg£(J? k ) s 



9 Id =30 



On peut montrer que 

\J? x f L , == (Z»* 1DilD Y l J (&X)Xe- kS cr^')D(g$g') 

gig':CP^G 

=((&X)X) = (t(X),L(X)). 

On a done construit deux realisations isometriques de l'espace des etats, pour l'instant toutes 
les deux basees sur l'integrale fonctionnelle. 

A partir de Pequation (||) et de son interpretation en termes de noyau, on peut deriver la 
formule ([5]), en utilisant 

Z, (H (QXi) Y[Xi)= ! n( ^) HXie-^^Dg. 

i&I- 
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Le principe est d'abord de fixer des valeurs (gt) de g sur le bord de <9X, puis d'integrer 
iterativement sur celles-ci. 

La demarche de Segal repose sur le constatation suivante : on peut extraire de l'ensemble 
des operateurs le reste de la structure, c.-a-d. Taction de l'algebre de Virasoro, les champs 
primaires, etc... Pour une explication complete de cette remarque, je renvoie au cours [E8[. 



Si on s'interesse au disque D, muni d'une metrique 7 et de bord parametrise par p : 
S 1 3 z 1— ► z £ dD, Z~ A Dil est un vecteur de H independant de la metrique. D'apres 
l'equation fl40|) , c'est le vecteur vide. Pour D' muni de la metrique $*7, on trouve l'application 
lineaire (Q, .). Les proprietes C) et D) entrainent que Q = Q. 

Les anneaux sont les surfaces derriere lesquelles se cache le semi-groupe 5? q — leurs ampli- 
tudes forment bien un semi-groupe vu E). Soit N q l'anneau |g| ^ \z\ ^ 1, < \q\ < 1, le bord 
entrant etant parametrise par z >— > qz et le bord sortant par z 1— > z. On utilise la metrique 
\dz\ 2 /\z\ 2 . D'apres la correspondance (|40|), 

{l(X'), A NqAdz?nz] ,i{X)) = Z |dz|2/iz|2 (t(X'), y q i{X)) . 

Comme on peut voir que Z ]dz ^^^2 = (qq)~ c ^ 2i , il suit 

A . L -c/24-L -c/24 

A N q , \dz\ 2 /\z\ 2 — q q 

L'application z 1— > e lz est un diffeomorphisme analytique entre le cylindre C T = {z mod 2tt | 
?J Imz ^ 27TT2}, le bord sortant etant parametrise par z 1— > A logz et le bord entrant par 
z k r + | logz et l'anneau N q . Ici, r = t\ + IT2, T\ £ 1 et 5 = e 2mT . Cette transformation 
induit la metrique \dz\ 2 sur C T . L' amplitude du cylindre est alors 

A C T , \dz\ 2 — e e 

ou H est le Hamiltonien quantique et P est I'operateur moment (0). En comparant les deux 
amplitudes, on trouve 

H = Lq + Lq — P + Lq — Lq. 

Les operateurs devant etre tragables, Lq et Lq doivent avoir un spectre discret avec des 
multiplicites finies. En plus Lq Q = = Lq Q, done la valeur propre est isolee. L'energie 
du vecteur vide est c/12. En collant les bords de C T , on obtient la courbe elliptique E T = 
C/(Z + rZ). Les axiomes C) et E) permettent de determiner la fonction de partition 
toroidale : _ 

Z(r) =A E ^ = tr q L ^' 2 ' q Lo ~ c/2A ■ 

La fonction de partition Z(t) est un invariant modulaire : 

= Z(^) 



* Anticipons un petit peu sur ce qui va suivre. L'ensemble des L n — comme celui des L n — forme l'algebre 
de Virasoro Vir. On obtient ainsi une action de Vir x Vir dans H qui reproduit les symetries conformes de la 
theorie. L'algebre de Virasoro est une extension centrale de Vect S 1 . En fait, on peut identifier Vect S 1 x Vect S 1 
et l'algebre de Lie des champs de vecteurs conformes sur le cylindre minkowskien {(xo, xi) \ xi mod 2-k} avec la 
metrique cLx'q — dx\. On voit que H = Lq + Lo est le Hamiltonien quantique — quantification de la translation 
en temps xo — et P = La — Lq est I'operateur moment — quantification de la translation en espace x\ . 
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parce que les courbes elliptiques E T et E T < oil r' = sont reliees par un diffeomorphisme 
holomorphe z i— ► z/(ct + d) qui multiplie la metrique \dz\ 2 par une constante (Q). 

Enfin, on peut trouver les autres generateurs de l'algebre de Virasoro en considerant les 
anneaux Nf = D \ f(D) oil / est un plongement holomorphe du disque dans son interieur. 



§6. Developpements algebriques 

Dans cette section, on traduit sous forme algebrique les symetries de la theorie, codees par 
les developpements a courtes distances de la section 4. 

Montrons que les modes de l'algebre des courants verifient 

[Jni Jm\ = if abC Jn+m + ~ ^ ^n+m,0, (41. a) 

[JmJm] = if abC J n+m + S ab S n+m fl, (41. b) 

[J a n ,J b m ]=0. (42) 

Ces relations de commutation — valables sur Hi — , avec k remplace par un element abstrait 
commutant avec tous les definissent l'algebre de Kac-Moody affine Lg c engendree 
par les elements J° et Jf. 

Soient t{X) et l(X'), deux vecteurs de y u Hi, 

( i(x% \r n , /\ W )] i(x) ) = (±r I dz-±i dz) z n ( (ex') r{z) j\ w ) x) 

v J|2|=|w|+e J\z\ = \w\-e ' 

ou l'ordre sur les operateurs est dicte par la regie (38). Ensuite, on deforme le contour pour 
obtenir une integrate sur {z G C | \z — w\ = e} et on utilise l'equation (16. a) 

( l{x% f\ w )] l(x) ) = ±r I dzz n ( (ex') + & j» + -..)x). 

J\z — U]\=€ 

Enfin, on developpe z n autour de z = w, soit z n = w n + n(z — w) w n+l + • • • pour obtenir 

[L(X'),[J«,f\ W ))L(X)) =((@X') (if^Wnj^ + fS^W™- 1 ) X), 

soit 

Apres integration sur w, on obtient le bon commutateur (41. a). La traduction de tous les 
autres developpements a courtes distances se fait exactement de la meme maniere ; je ne 
repeterai done pas le calcul. Ainsi, a partir de l'equation (16. b), on trouve 

K, ~j\w)] = if abc w n ^ c (w) + !f5 ab w n - 1 



*La multiplication de la metrique par une constante ne change pas Z(t) car Taction de Liouville en a = cste. 
s'annule pour un tore. 
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et [ J m J h ( w )\ = = [ J «> J H] ; d '°u les commutateurs (41.b) et (42). 

A partir des developpements a courtes distances (13.a-b), on obtient les relations car- 
acterisant l'algebre des champs primaires pour l'algebre de Kac-Moody affine : 

[J%, g(z e ,z e ) Re ] = -z^t^g(zi,z e ) Re , 
[T n , g(z e ,z e ) Re ] = z%g{z<,,z e ) Re t a t . 

Ces relations imposent des contraintes sur le vecteur vide SI : 

= o, T n n = o, si n ^ o, 

jg g (o) Rt n = -t a t g(o) Rt n, 7o g(o) Re n = g(o) Re t« n, 

J a n g(0) Rt ft = 0, T n g(0) Re ft = 0, si n > 

oil g(0) R( ft = \im Ze ^ g(z e , 

z e)n e ft- Pour obtenir les deux premieres relations, il faut se rap- 
peler que l'insertion de courants est analytique. II apparait que le sous-espace engendre par 
le vecteur vide correspond a la representation triviale, tandis que le sous-espace engendre par 
les elements matriciels de g(0) Re ft correspond a la representation (i^,i^) de l'algebre de Lie 
C © g c engendree par les Jq et les Jq. 

Maintenant, on utilise les developpements a courtes distances faisant intervenir le tenseur 
d'energie-impulsion. En modes, la propriete (20. a) sur le tenseur energie-impulsion devient 



^ tr : J n _ m J m : (43) 



ou on utilise Vordre normal (ou ordre de Wick) sur les modes de Laurent 



JpJq, Si p < 
Jq J p , Si p ^ 0. 



Bien entendu, on a une egalite similaire pour L n . On reconnait la forme habituelle de la 
construction de Sugawara. Commencons par reecrire T(z) sous forme integrate 



T(z) = ^ I dw^trJ(w)J(z). 

J \w — z\=e 



' \w — z\=e 

On deforme le contour d'integration afin que l'ordre sur les champs soit compatible avec 
1' ordre radial sur les operateurs. II vient 

L * = l£**£i<f ll dzz^(-±-J d W ^ z J(w)/{z) 

a J\z\<l v J\w\=\z\+e 



i/, d W ^ z f{z)f(w)). 

J\w\=\z\-e 



'\w\=\z\-e 

La suite est standard, on developpe 1 / (w — z) en serie, J? r (z) et ^ '(w) en series de Laurent, 
on obtient alors des integrates connues et 



Ln — k+g y ( ^ ^ ^ r ^1 J n —q ^ ] ^ r Jn—q Jq^j ■ 



q<0 q^O 
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Les modes satisfont egalement des relations de commutation 

[L n , L m ] = (n-m) L n+m + (n 3 - n) 5 n+mfi , (44. a) 

[L n , L m ] = (n-m) L n+m + ^ (n 3 - n) 5 n +m,o, (44.b) 

[L n ,L m ] = 0. (45) 

Si on represente la charge centrale c par un element abstrait ^ commutant avec les L n , ces 
relations de commutation definissent Valgebre de Virasoro, notee Vir, engendree par les 
elements L n et ff. L'espace des etats est done muni d'une representation unitaire (cf. section 
5.3) de Vir x Vir, definie sur un sous-espace dense, et de charge centrale agissant par c. Pour 
demontrer les trois equations, on procede comme pour l'algebre des courants, mais avec les 
developpements a courtes distances (25.a-b) et (26). On trouve d'abord 

[L n , &(w)\ = £ (n 3 - n) w n ~ 2 + 2(n + 1) w n ,9(w) + w n+1 d w ^(w), (46.a) 
[L n ,W(w)\ = ^ (n 3 - n)w n - 2 + 2(n + l)w n W{w) + w n+l b\jW(w), 

(46.b) 

[L n ,W{w)] = = [L n ,?{w)], (47) 

puis les commutateurs apres integration sur w ou w. On pourrait aussi utiliser les proprietes 
de l'ordre normal et la relation (|4J 



A partir des developpements (22.a-b), (23.a-b) et (24.a-b), on montre que 

[L n ,g(z e ,z e ) Re ] = Ai (n + 1) z^g(ze,Zi) Re + z™ +1 d Zi g(zi,ze) Re , (48. a) 

[L n ,g(z e ,Zi) Re ] = A e (n + l)z r e l g(z e ,ze) Re +z r e l+1 d^ e g(z e ,z e ) Re , (48.b) 

[Ln, f a {w)} = (n + 1) w n J a (w) + w n+1 d w J a (w), (49.a) 

[Ln, ~J a m = in + 1) w n ~J\w) + w n+1 d„~J a {w), (49.b) 

[L n ,^ a (w)]=0=[L n , c f a (w)]. (50) 

Ces relations redisent, au niveau operatoriel, que g(z, z) Re et ^ a (z), ^ a (z) sont des champs 
primaires (pour l'algebre de Virasoro). On retrouve aussi que les tenseurs d'energie- impulsion 
ne sont pas des champs primaires — a cause du terme en c. Apres integration sur w ou w 
dans les equations (49.a-b), on obtient 

[L n , J m ] = —m J n +m, [L n , J m ] = —m J n+m , 
[L n ,Tj=0, [L n ,J^]=0. 

A partir de ces relations, on peut montrer facilement que les generateurs du semi-groupe {>y q } 
coincident avec les modes zero de l'operateur d'energie-impulsion. 

Lorsqu'on a construit Lq et Lq, on a vu que H = Lq+Lq ^ 0. Si on utilise le fait que ces deux 



operateurs ne sont qu'un petit bout de l'algebre de Virasoro, on peut voir 58] que les deux 
operateurs sont positifs separement, i.e. Lq ^ et Lq ^ 0. Ainsi, seules les representations 
a energie positive de l'algebre de Virasoro interviennent. 
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Enfin, les relations (48-50) imposent des contraintes sur le vecteur vide O : 

L n Q = 0, L n n = 0, sin^-1, 

L n g(0) Re n = 0, L n g(0) Re O = 0, si n > 0, 

Lq g(0) Re n = A e g(0) Rf O, I 5(0k) ^ = s(0) fl< O, 

L_i g{0) Rt O = ^g(0) flf 0, I_! £(0)^ ft = c^?(0)^ ft, 

L n ^ a (o)n = o, I n ^>)ft = o, sin>o, (52) 

L n J a (0)ft = 0, L n ^ a (0)Q = 0, sin^-1, 

l ^ a (o) o = ^ a (o) ft, U~J\$) ft = ~J a (o) ft, 

L_i s /°(0) O = ^/"(O) ft, I-i^O) O = d^>) 

oil ^ a (0)r2 = lim^^o c ?P a (w)tt et idem avec a f a (0). En particulier, le vecteur vide est un 
vecteur propre pour Lq et Lq de plus petite valeur propre 0. On admet qu'il n'existe qu'un 
seul vecteur de cette nature. On a un peu plus, puisque ft est tue par la sous-algebre 5(2 x sh 
de Vir x Vir, engendree par les Lq, L±\ et les Lq, L±%. Par contre, ft ne Test pas par toute 
l'algebre Vir x Vir ; on dit que la symetrie conforme est brisee. 

Les vecteurs g(0) Re ft sont aussi des vecteurs propres pour Lq et Lq, mais de valeurs propres 
(A^, A^). Comme Lq et Lq sont des operateurs positifs, on a en particulier A^ > 0. D'apres les 
relations (52), les vecteurs g{0) Re ft, a f a (0) ft et J# (0) ft sont annules par tous les generateurs 
L n et L n avec n > 0. On dit que ce sont des vecteurs de plus haut poids pour Vir x Vir. 
Ainsi, quand on fait tendre les coordonnees des points d'insertion vers 0, les operateurs issus 
de champs primaires appliques au vecteur vide donnent des vecteurs de plus haut poids. 



§7. Algebre de Virasoro. Algebres de Kac-Moody affines 

On vient de constater que les symetries de la theorie sont codees dans les representations de 
deux algebres de dimension infinie : l'algebre de Virasoro et l'algebre des courants, i.e. l'algebre 
de Kac-Moody affine. La discussion qui suit est a mettre en parallele avec celle du premier 
chapitre sur les representations des algebres de Lie de dimension finie. 



7.1. Algebre de Virasoro 

L'algebre de Virasoro est un proche cousin de l'algebre de Witt. Le groupe des diffeomorphismes 
Diff_|_ S 1 du cercle, preservant l'orientation, est un groupe de Lie | 108 | — au sens de Frechet |86|] 
- ayant pour algebre de Lie l'algebre des champs de vecteurs c € co sur le cercle : Vect S 1 . Le 
crochet de Lie pour Vect S 1 est 

\- Vl {e) Te M9) ^ = M^KW - V x {e)v 2 {9)) ±. 

L' algebre de Witt est l'algebre complexifiee Vect S 1 engendree par les generateurs et rela- 
tions : 

@n — ^ e —j-Q , [in ) An] — {p> ^0 ^n+m, • 



60 



MODELE DE WESS-ZUMINO-NOVIKOV-WlTTEN 



Les extensions centrales de Vect S 1 par M. sont toutes obtenues a partir de l'extension centrale 



universelle [74] Vect S 1 = Vect S 1 © munie du crochet 

Les autres cocycles sont M-proportionnels au cocycle precedent — en termes plus formels, 
dim H 2 (Vect S 1 , R) = 1 . Pour le groupe Diff + S 1 , on a une construction similaire qui conduit 
au groupe de Virasoro-Bott, extension centrale de DifF + S 1 par le cocycle de Bott. L'extension 
centrale complexifiee est Palgebre de Virasoro. Ainsi, Vir est l'extension centrale universelle 
de Palgebre de Witt par C : 

-» C -> Vir -» Vect c 5 1 -» 

oil la seconde fleche envoie 1 sur 9f (= i3f) et la troisieme envoie L n sur t n . On introduit la 
decomposition triangulaire de Palgebre : 2? = C Sf © CLq la sous-algebre de Cartan, = 
© n ^iCL n et j¥- = © n ^iCL_ n , de sorte que Vir = J/L © 5* © JL. Soit A un element de 5** , 
Palgebre duale a 2? ; on note \(Sf) = c, \(Lq) = A. 

On est particulierement interesse par les representations unitaires de plus haut poids de 
Palgebre de Virasoro. Un module M Ci a pour Palgebre de Virasoro — comme on Pa deja 
remarque, c'est juste une autre fagon de parler de representation — est un module de plus 
haut poids A, soit (c, A), s'il existe un vecteur v c ^ tel que 



= 0, °M (JC ) V c> a = M C) a , Sf Vc,A = C V Ct A , Lq V C) a = A v c> a • 



On dit que v Ci a est un vecteur de plus haut poids, c est la charge centrale et A 
est le poids conforme de la representation. En particulier, M Cj a est engendre par les 
vecteurs L_ nr L_ nr _ 1 • • • L_ ni u c ,A, avec < n\ ^ n-i ^ • • • ^ n r . Ces vecteurs ne sont pas 
necessairement independants. On dit que t = ^ n« est le niveau du vecteur L_ nr L_ nr _ 1 • • • L_ ni f Cj a- 
On voit qu'un vecteur de niveau I est un vecteur propre pour Lq de valeur propre A + 1 et 
pour ^ de valeur propre c. En particulier, le vecteur de plus haut poids est le vecteur ayant 
la plus petite valeur propre pour Lo- On obtient une decomposition du module M Cj a : 

oo 

M c ,a = 0M(£) Ci a 
1=1 

ou M(^) Cj a est le sous-espace des vecteurs de niveau i — les vecteurs de niveaux differents sont 
clairement independants — avec dimM(^) Ci A sS vif)i le nombre de partitions de I. Un module 
de plus haut poids pour lequel tous les vecteurs L_„ r L„ rir _ 1 • • • L_ ni f Cj A sont independants 
est appele un module de Verma V^a, c.-a-d. dimU(£) C] A = p(£)- Son existence est garantie 
pour tout couple (c, A) et il est unique a isomorphisme pres. 

Parmi le vecteurs de niveau £, on isole les vecteurs singuliers, c.-a-d. les vecteurs tues par 
JV + . Tout vecteur v s tue par jV + est la somme de vecteurs singuliers. Les vecteurs singuliers 
de niveau t engendrent un sous- module de U Cj a isomorphe a V c ^+i- On montre que 

— tout sous-module de U Cj a est engendre par ses vecteurs singuliers ; 

— tout module de plus haut poids (c, A) est isomorphe a un quotient du module de Verma ; 



7. Algebre de Virasoro. Algebres de Kac-Moody affines 



61 



- a isomorphisme pres, le quotient de V c a par son sous-module maximal propre est l'unique 
module H Cj a irreductible de plus haut poids (c, A). 

Pour paraphraser, H c /\ est le module, de plus haut poids, le plus petit et V Cj a est le plus 
grand. 

Un module M pour l'algebre de Virasoro est dit unitaire s'il existe une forme (., .) hermi- 
tienne positive sur M telle que 

(v, L n w) = (L- n v,w) et (v^ w) = v,w) 

pour tout v,w € M. Dans ce cas les valeurs propres de ^ et Lq sont reelles. Si c et A sont 
reels, il existe une unique forme hermitienne (.,.), la forme de Shapovalov, sur le module de 
Verma V c ,a, telle que (v, L n w) = (L- n v, w) pour tout v, w € V^a et telle que (v c ,a, v c ,a) = 1- 
Cette forme peut etre degeneree. On introduit Nu1 Cj a le sous-espace invariant des vecteurs 
orthogonaux a tous les autres vecteurs de V c ,a- On a alors 

- si et sont des vecteurs de niveau £ et £' differents, on a (v^,v^) = ; 
— tout vecteur singulier de niveau positif appartient a Nu1 Ci a ; 

- Nu1 Cj a est le sous-module maximal propre de V Cj a, d'ou H Cj a = ^a/NuI^a- 

II reste un probleme important, celui de l'unitarite de H c a- La question est done de savoir 
si la forme hermitienne induite sur H c a P& r la forme de Shapovalov est une forme posi- 
tive. Deja, si n > 0, (L- n v Cj a, L- n v Cj a) = 2nA + ^ (n 3 — n). On a done la condition 
necessaire : c, A ^ 0. Regardons l'extension triviale, i.e. c = 0. Si v = L- n L- n vq,a et 
w = L_2n vq,a, le determinant de Gram donne — 20n 4 A 2 + 32n 3 A 3 . Done la seule possibilite 
restante est A = 0, c.-a-d. la representation triviale. Ainsi, il n'existe pas de representation 
unitaire non-triviale de l'algebre Vect S 1 . Pour obtenir une information plus complete, il 
suffit d'etudier le signe de la forme de Shapovalov sur le sous-espace H c a des vecteurs de 
niveau I. Soit Dt(c, A) le determinant de la matrice me(c, A), de taille p(£) xp(£) et d'elements 
(L_„ r L_ nr _ 1 • • • L_ ni v C) a, L_ 7l /,L_ n /__ i • • • L_ n / i v C! a) avec J2 n i = J2i n 'i = En clair ) H c,A 
est unitaire si, et seulement si, la matrice me(c, A) est positive pour tout £. En particulier, 
Dz{c, A) ^ 0. Ce determinant est donne par la formule de Kac — formule prouvee par 
Feigin et Fuchs — : 

D e (c,A) = K t [J (A-A r , s (m)) p(£ - rs) 
ou m est la racine de Pequation 

^ 6 



m(m+l) ' 



a i \ {{m + I) r - ms) 2 - I -p-r , ,\n(r,s) 



avec n(r, s) le nombre de partitions de £ dans lesquelles r apparait s fois. 

Quand A ^ oo, m^{c, A) devient une matrice diagonale d'elements positifs. II suit de la 
formule de Kac que D^(c, A) est > pour c > 1 et A > 0. Par consequent, me(c,A) est 
non-degeneree et positive pour c > 1 et A > et positive pour c ^ 1 et A ^ 0. Le module 
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de Verma V^a est done irreductible pour c > 1 et A > et les representations irreductibles 
-ff Ci A sont unitaires si c ^ 1 et A ^ 0. Pour c = 1, on a 

(r— s) 2 \ p(l—rs) 



r,seN 



done V^a est irreductible si, et seulement si, A ^ ^ pour n£Z. Ainsi, iJ c ,A coincide avec 

2 

le module de Verma si, et seulement si, c> 1 ou c = 1 et A / ^ pour n E Z. 

Le cas le plus interessant est : ^ c ^ 1 et A ^ 0. Dans ce contexte, une representation 
-He, A > irreductible de plus haut poids (c, A), est unitaire si, et seulement si, le plus haut poids 
appartient a la serie discrete 

j c = c m , m = 2,3,-- - , 

I A = A riS (m), l^r<m-l,l^a^r. 

La partie directe est un travail de Friedan, Qiu et Shenker fl53l pj]. La reciproque est donnee 



par Goddard, Kent et Olive dans [78, [7{J, ou les auteurs construisent explicitement les 
representations irreductibles unitaires de plus haut poids, par construction quotient. La 
construction quotient peut etre reproduite par integration fonctionnelle en jaugeant le modele 
de WZNW par un sous-groupe de G ||| (cf. chapitre 1). 

Toute representation unitaire de plus haut poids de Vir s'integre en une representation 
unitaire projective de Diff + S' 1 dans la completion de l'espace i? c ,A 1 81 ] . 



7.2. Algebre de Kac-Moody affine 

Soit G un groupe de Lie verifiant les memes hypotheses que dans la section 2 du chapitre 1. 



L'algebre de Lie du groupe des lacets LG — LG est un groupe de Lie de dimension infinie [ 125 ) 
- est L°°g = < if 00 (5 1 ,g) ([]). On a egalement les versions complexifiees : LG C et L°°g c . Soit 
L°°q = L°°q © RiF l'extension centrale de L°°q par R par le cocycle 

Jo 

pour rj et £ dans L°°q. Si (t a ) est une base orthogonale de l'algebre de Lie complexifiee, on 
note J® = t a z n . Les J% engendrent V algebre de Kac-Moody affine 

lq c = ( c j*\ © cje C L^Q C , 

avec = iS? . C'est une extension centrale de l'algebre Lg des lacets polynomiaux a valeurs 
dans g c par C : 

-> C -» Lg c -> Lq c -> 

ou la seconde fleche envoie 1 sur Jt et la troisieme envoie les J% sur les = t a z n qui satisfont 
les relations [j^j h m ] = if ahc f n+m - 



'Habituellement, on note plutot Lg ce que Ton appelle Z/°°g et L po ig l'algebre des lacets polynomiaux a 
valeurs dans g, notee ici Lg. 



7. Algebre de Virasoro. Algebres de Kac-Moody affines 
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On etudie plutot l'algebre Lg , obtenue a partir de l'algebre de Kac-Moody affine en 
ajoutant un generateur @ tel que [!£t, J*] = n J% et [S>, Jff] = 0. On peut alors developper 
des techniques reproduisant les objects connus pour les algebres de Lie simples p3| . On peut 
ainsi construire des hyperplans affines, des chambres, etc... On restera neanmoins plus terre 
a terre. L'algebre t = W2> © t© IRJ^ sera la sous-algebre de Cartan de Lg . On munit t 
du produit scalaire lorentzien : 

(a@ + X + a'^ + Y + b' X) = tr XY + ab' + alb. 

L'espace dual I* est egal aR0*©t*©IRjr*, avec @*{a$i+Z+bJtr) = a, Jf*{a@+X+bJf) = b 
et /J,(a3> + X + &J^) = //(X), pour /i G t* et X G t. Les racines affines a de Lg c sont, par 
definition, les elements de t* de la forme n£F* + a, avec n G Z, a G A U {0} et (n, a) / (0, 0). 
On note eg = e a z n , si n / 0, et J 3 n = h? ' z n ', si a = 0. Les eg jouent le role des e Q pour Lg c . On 
dit qu'une racine affine est positive si n = et a > 0, ou n > et a G A U {0}. Les racines 
affines simples sont les 5j = Oj, i = 1, • • • r, et 5o = 3>* — <f>, ou (j) est la racine la plus grande. 
La coracine d'une racine affine 5 = n@* + a est 5 V = q v + ^ tr(a v ) 2 '. Les reflexions rg, 
donnees par t* 9 // i— > Jl — Jl(a v ) S G t*, engendrent le groupe de Weyl affine W. Le groupe 
est le produit semi-direct de et du reseau des coracines Q v • Un element w deW (g v de 
Q v ) envoie ju = e^>* + /i + fcJT* sur e^* + + kJt* (resp. (e - /u(g v ) - § tr(g v ) 2 ^* + /i + 
fctr (g v -) + fcJ^*). La matrice de Cartan affine A est la matrice (r + 1) x (r + 1) d'elements 
aij = 2 (Sj, Sy)/(5j, 5j). La matrice ^4 est degeneree de rang r. Pour rappel, la matrice de 
Cartan A n'est pas degeneree. En fait, les algebres de Kac-Moody affines s'incorporent dans 
un formalisme beaucoup plus general. II s'agit de comprendre quelles sont les algebres de Lie 
que Ton peut obtenir en gardant la propriete (3) des matrices de Cartan, mais en changeant 
la condition (4). Ce faisant on obtient une matrice de Cartan generalisee ; les algebres qui s'en 
deduisent sont appelees des algebres de Kac-Moody. Les algebres de Kac-Moody affines sont 
les algebres de Kac-Moody ayant une matrice de Cartan generalisee pour laquelle det ^4 = 
et tous les mineurs principaux propres sont strictement positifs — bien entendu, on appelle 
matrice de Cartan affine une telle matrice. Les algebres de Kac-Moody affines obtenues par 
extension centrale de Lg c sont les algebres de Kac-Moody affines non-tordues — « untwisted » 
en anglais. La matrice A caracterise completement l'algebre de Kac-Moody affine. Comme 
pour les algebres de Lies simples, on connait une classification des algebres de Kac-Moody 
affines. II y a ainsi 7 series infinies et 9 algebres exceptionnelles. Les algebres non-tordues sont 
notees generiquement X^ : quatre series infinies, Ar (r ^ 2), Br (r 3), Cr (r ^ 2), 
D?> (r ^ 4) et 6 cas exceptionnels, F 4 (1) et . 

Un element A = e&* + X + kJf* est un poids affine si A(5 V ) G Z, i.e. A est un poids de g c 
et k G Z. Les poids affines fondamentaux sont Ao = X* et A» = A» + k^J^*, i = 1, • • • r. 
Rappelons que les k^ sont les labels duaux de Kac. En particulier, Aj(Sj) = 5ij. Un poids 

affine est dit dominant si A(5) ^ 0, pour toute racine affine positive (a / 0). Un poids affine 
est dominant si, et seulement si, k G N et A est un poids dominant de g avec en plus la 
condition d'integrabilite : 

A(0 V ) < k. 

A k fixe, il n'y a qu'un nombre fini de poids dominants satisfaisant cette condition, qui 
d'ailleurs ne fait pas intervenir la composante 3>* . 
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Un module M pour l'algebre Lg L est un module de plus haut poids A s'il existe un 
vecteur v? tel que 

e 5 ^ = 0, V5>0, Xv~ x = X(X)v~ x , VX G I et M = ^(Lq c )v~ x . 

On dit que vj est un vecteur de plus haut poids, X = e9* +X+kJ^* est le plus haut poids 
affine, —e est V energie, X est le plus haut poids, k est le niveau de la representation. Un 
module est dit unitaire s'il existe une forme hermitienne positive sur M pour laquelle 

( j n a )t = r_ n , j^t = jr, # = 9. 

Les memes definitions s'appliquent a l'algebre de Kac- Moody affine Lg c , en oubliant tout ce 
qui concerne 9. Si on a un module de plus haut poids pour l'algebre de Kac-Moody affine, 
on peut definir une action de l'algebre de Virasoro grace a la construction de Sugawara ([43]) . 
Cette action est une reminiscence de Taction de Diff+S' 1 sur le groupe des lacets LG. Si le 
module pour Lg c est unitaire, celui de l'algebre de Virasoro est aussi unitaire, de charge 
centrale = k dimG/(k + g y ) et [L n , J^J = —mJ^ +m . On peut done etendre le module de 
plus haut poids pour Lq c en un module de plus haut poids pour Lg c , en prenant pour 9 : 
—Lq + || . Comme Lqv x = fc ^v — C\ est le Casimir quadratique — le vecteur de plus 
haut poids affine pour le nouveau module est 

* = (-^ + I)^* + A. 

Encore une fois, parmi toutes les representations de meme plus haut poids de Lg c ou 
Lg c , on a la plus grande, le module de Verma, et la plus petite, l'irreductible. La forme de 
Shapovalov est la forme hermitienne sur le module de Verma telle que ( Jffi = J°L n , -3^^ = Jf, 
9' = 9 et (vr, vr) = 1. Le sous-espace Nul est le plus grand sous-espace propre invariant ; la 
forme de Shapovalov descend alors en une forme hermitienne non-degeneree sur le quotient 
irreductible du module de Verma, celle-ci etant positive si, et seulement si, le plus haut poids 
est un poids affine dominant. 

Les classes d'equivalence de representations irreductibles, unitaires, de plus haut poids de 
Lq c , ou Lq c sont done en correspondance bijective avec l'ensemble des poids affines dominants 
et done enumerees par leur niveau k G N et leur poids integrable A, i.e. A((/> v ) ^ k |56|]. Les 
representations de plus haut poids ne differant que par leur composante 9* sont reliees par 
une translation de 9 ; on peut done toujours supposer que 9 est donne par la construction 
de Sugawara. Les representations unitaires de plus haut poids de Lg c s'integrent en des 
representations unitaires projectives de LG dans la completion de M |p0[| - 

Les caracteres affines d'une representation de Lg c sont 

x (u) = tie™ 

pour u £ t . L'espace de representation etant de dimension infinie, il faut faire un peu attention. 
Pour une representation irreductible de plus haut poids, il suffit de considerer les espaces 
propres de 9. Les contributions des differentes valeurs propres de 9 mises ensemble convergent 
a condition que u = — 2ttt9 +u + bJ(f , avec r = T1 + 1T2 et T2 positive. Pour les representations 
unitaires de plus haut poids, e m devient un operateur tragable dans la completion de l'espace 



8. Espace des etats de WZNW 
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de representation, de sorte qu'on peut prendre la tr au sens operatoriel. Les caracteres dans 
une representation irreductible unitaire de plus haut poids A sont donnes par la formule des 
caracteres de Weyl-Kac : 

X ~ x {u) = n(S)- 1 (-l)^e^ + ^ 5 ) 

ou u £ t, p = p + g y J(f* , £(w) est le nombre de racines positives transformers par w en racines 
negatives et II (u) est le denominateur de Weyl-Kac 

U{u) = ^ (-l)^ } e™ ?(s) = e* (s) JJ(1 - e- i5(s) ). 

Si A = (— k +gV + H) @* + A + kJ(f*, on utilise aussi les fonctions suivantes : 
X ~ x {u) = e ak x1(u,r), U(u) = q -^e^ V U(^,r) 

ou d = dimg et q = e 2mT . En utilisant la premiere forme du denominateur et W = W x Q w , 
on trouve Pidentite de Macdonald : 

n(u,r)= q \p v +9 v P v \ 2 /(2g v ) ^ (.^H^^P+^tr (p v .))«. 

P v eQ v 

La somme sur w fait apparaitre le caractere Xg v tr (p v .)(27ru) de Palgebre de Lie finie g. Le 
facteur q~ d / 24: apparait via la formule etrange de Freudenthal-de Vries : tr(p 2 )/(tr((/) 2 ) g v ) = 
d/24. On voit alors que le denominateur de Weyl-Kac satisfait une equation du type de la 
chaleur, c.-a-d. 

Am g v U^drU = LT 1 A M II 

ou A u est le Laplacien Y^j=i ' s * u = ■ En utilisant la deuxieme forme du denominateur, 
on trouve 

oo 

n(u, r) = q d/24 11 (e™" - e"™") ]J [(1 - q e ) r q e e 27riUa ) 
ou v = dimt, u a = a(u). 



§8. Espace des etats de WZNW 

La decomposition suivante de l'espace des etats est compatible avec l'etude menee dans la 
section 6 

H= H*®H* 

ou H| est la completion de l'espace de representation de la representation irreductible de 
plus haut poids de Lg c de niveau k et de plus haut poids A. On note v\ le vecteur de plus 
haut poids. L'espace Hy correspond a la representation complexe conjuguee. Le vecteur vide 
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est done proportionnel au vecteur Vq (8> v$ et les elements matriciels de g(0) Re f2 engendrent le 
sous-espace obtenu en appliquant les polynomes en Jq et J a v ^ ® Vj, ou A est le plus haut 
poids de la representation R(. 

Toutes les representations de G ne rentrent pas dans la decomposition de l'espace des etats. 
On appelle souvent une representation de plus haut poids A telle que que A(^ v ) < k une 
representation integrable. II semble ainsi que seules les representations integrables puissent 
intervenir dans le calcul des fonctions de Green (cf. chapitre 3). 



Chapitre 3 



Etats de Chern-Simons 



Notre principal objectif est la resolution du modele de WZNW quantique ; c'est a ce moment 
qu'un lien avec la theorie de Chern-Simons (CS) apparait. II se trouve que les solutions des 
identites de Ward chirales pour WZNW sont les etats quantiques de la theorie de CS. Ces 
derniers s'interpretent naturellement comme les sections holomorphes d'un fibre vectoriel 
complexe, au-dessus de l'espace des modules jV = £/ 0l /W , muni d'un produit scalaire a la 
Bargmann. La connaissance des etats de CS et du produit scalaire permet alors d'exprimer 
les fonctions de Green du modele de WZNW comme combinaisons sesquilineaires de facteurs 
holomorphes, ce que nous appelons factorisation holomorphe. 



§1. Espace des modules jY = £/ 01 /W c 

Le langage geometrique naturel des theories de jauge utilise les notions de connexion et 
de fibres vectoriels. Au final, on travaille dans la categorie holomorphe. On souhaite alors 
reinterpreter l'espace quotient jY des connexions modulo les transformations de jauge comme 
l'espace des modules des fibres vectoriels holomorphes. Une telle reformulation ouvre la porte 
vers la puissante machinerie de la geometric On demarre par des rappels de geometrie 
differentielle. La litterature sur le sujet est particulierement riche ; ma petite selection per- 



sonnels se composerait de [102, 117, 144]. Du point de vue de la geometrie differentielle, 



Particle de reference sur les espaces des modules est celui d'Atiyah-Bott ||. Les livres 3J] ct 



surtout []101[| sont des exposes remarquables sur le sujet. Les espaces des modules ont aussi 



attire l'attention des geometres algebristes, surtout Mumford et l'ecole indienne du Tata In- 



stitute. On pourra consulter a ce propos les references [[105| , |136|1 . Bien entendu, on peut se 
reporter aux articles originaux et surtout a ceux ecrits dans les annees soixantes, qui utilisent 
un langage plus accessible au commun des mortels. 

1.1. Geometrie differentielle 

Soit £->Xun fibre vectoriel complexe < ^ 7 °° de rang r au-dessus d'une variete differentielle 
reelle X. On note T(E) l'ensemble des sections ^ de E au-dessus de X, S P (E) = T(k p T*X® 
E) l'espace des p-formes sur X a valeurs dans E et < i^' 00 (X) (resp. <# P (A), ...) l'ensemble des 
fonction < ^' 00 (resp. p-formes, ...) sur X. Le groupe de jauge <S de E est le groupe des 
automorphismes de E. Localement, une transformation de jauge est une application c tc?°° de 
X dans GL r C. Pour un G- fibre principal, une transformation de jauge est localement une 
application < rf°° de X dans G. 

Une connexion V sur E — > X est un operateur C-lineaire V : T(E) — > $ l (E) tel que 
V(/C) = + / V£, pour tout / € < ^°° (X) et tout £ G T(E). Toute connexion s'etend en 



67 



68 



Etats de Chern-Simons 



une differentielle exterieure, toujours notee V, agissant sur les formes de degre quelconque 
sur X a valeurs dans E : V : $ * (E) — ► $ * (E) est l'unique operateur coi'ncidant avec V sur 
T(E) et verifiant l'identite de Leibniz 

V(w A = dw A £ + (-l) dcgt ^ A V£, 

si c<j G et £ G £*{E). Etant donne un ouvert U de X, il existe une 1-forme A, appelee 

forme de connexion, sur U a valeurs dans igl(r,C) telle que V£ = (d + iA)(. En effet, 
soit un repere de F au-dessus de U, c.-a-d. une base (ei, • ■ ■ , e r ) tel que tout element £ de 
S P {U, E) se decompose en £ = £^ oil £^ G $ P (U). Soit ^4 la matrice r x r de 1-formes telle 
que Ve^ = Ay e^. Pour £ G S" P (U, E), un petit calcul matriciel donne V£ = d£ + A A £. Soient 
£/ et V deux ouverts de X. Dans un changement de coordonnees local g : U n F — ► GL r C, 
i.e. = e^g^ sur U PI V, la forme ^4 se transforme comme ^4 i— > g _1 Ag + g~ 1 dg. C'est une 
definition alternative de la notion de connexion qui se transpose bien aux fibres principaux. 
Pour un G-fibre principal P, une connexion est une famille de 1-formes A sur X a valeurs dans 
iq telle que A g~ x Ag + g~ x dg dans un changement de coordonnees locales g : U n V — ► G. 

La courbure de la connexion V est P operateur V 2 : S Q (E) -► ^ 2 (E). La courbure mesure 
done l'exactitude de la suite de de Rham S Q {E) — > ^{E) — > $ 2 {E) La courbure est 

^°°(X)-lineaire, done on peut voir V 2 comme un element de <f 2 (End£'), soit une 2-forme 
a valeurs dans EndE 1 . Localement, V 2 ^ = F A £ ou F = + A A A est la forme de 
courbure associee a la connexion V. Pour un G-fibre principal P, il est preferable d'ecrire 
F = dA+\[A,A\. 

Une structure plate sur E est la donnee d'un recouvrement ouvert % de X pour lequel 
toutes les fonctions de transition sont constantes. Les trois conditions suivantes sont equivalentes : 
(1) E est muni d'une structure plate ; (2) E admet une connexion plate, c.-a-d. F = ; (3) E 
est defini par une representation p du groupe fondamental tt\ de X dans GL r C (donnee par 
l'holonomie de la connexion plate). Cette derniere condition dit que E est le fibre E p = Xx p C r 
associe au 7Ti-fibre principal X — > X par la representation p : E p est le quotient de X x C r 
par la relation d'equivalence (x,v) ~ (px, p(p)v), si p G tt\ — une section de E p est une 
fonction s < ^ 700 telle que s(px) = p(p)s(x). On dit alors que E est un fibre plat. Le resultat 
est egalement vrai pour un G-fibre principal P_en remplagant l'assertion (3) par : P est defini 
par une representation p : tt\ — > G, i.e. P p = X x p G. 

Soit P le GL r C-fibre principal associe au fibre vectoriel E. Soit P = P /C*I r , ou P est la 
matrice identite ; P est un PGL r C-fibre principal, ou PGL r C = GL r C^ C*I r . Une structure 
projectivement plate sur E est la donnee d'une structure plate sur P. Une connexion est 
projectivement plate sur E si la connexion induite sur P est plate. II y a equivalence entre : 
(1) E est muni d'une structure projectivement plate ; (2) E admet une connexion projec- 
tivement plate. On dit alors que E est un fibre projectivement plat. Une connexion est 
projectivement plate si, et seulement si, il existe une forme A G <£ 2 (X) telle que F = XI, ou 
I est l'identite de End P. 

Si F est la forme de courbure d'une connexion V sur un fibre vectoriel complexe E au-dessus 
d'une variete complexe X, on pose 

c(E, V) = det (l r + ^ P) = 1 + ci(P, V) + • • • + c r (E, V) 

oil Cfc(F, V) = fk(E), fk etant le polynome sur gl(r, C) de degre k, GL r C-invariant et tel que 
det (t I r + j- X) = t r + f- 1 fi(X) + h t° / r (I). Chaque c fc (P, V) est independante du 
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choix du repere ou on a represents V 2 ; c'est meme une 2/c-forme fermee. La k-ieme classe 
de Chern Ck(E) est la classe de de Rham de Ck(E, V) dans H^t(X, C) et la forme de Chern 
est la classe de de Rham de c(E, V) dans -ff*[ R (X, C). En fait, Ck{E) est une classe de de 
Rham reelle et meme entiere qui ne depend pas de la connexion V. Seule la premiere classe 
de Chern c\{E) = [^tri 7 ] nous interesse vraiment. Entre autres proprietes, on a : c\(E) ne 
depend que des classes d'isomorphismes de E, la premiere classe de Chern d'un fibre trivial 
est nulle, c\{E*) = —c\(E) et ci{K r E) = c\{E). Si X est de dimension 2 et compact, le degre 
de E est 

degE= [ Cl (E). 
Jx 

Comme c\{E) est une classe entiere, oublier la difference (conceptuelle) entre deg-E et c\(E) 
est pleinement justifie. Notons que si E est un fibre de determinant detE = A r E trivial alors 
degE = 0. 

Supposons que X est une variete complexe. On note $ p,q (E) Pespace des (p, g)-formes 
a valeurs dans E. Soit E un fibre vectoriel holomorphe au-dessus de X c.-a-d. un fibre 
topologiquement equivalent a un fibre vectoriel complexe E tel que la projection ir : E — > X 
est holomorphe ou encore pouvant etre defini par des fonctions de transitions holomorphes. 
Une difference avec les fibres vectoriels «ordinaires» est l'existence d'un operateur privilegie 
d : S p ' q {E) — > <j> p ' q+l (E) qui dans un repere holomorphe (local) n'est autre que l'operateur 
de Cauchy-Riemann d. Une structure holomorphe sur un fibre vectoriel complexe sera 
dorenavant la donnee d'un operateur d. Deux structures holomorphes d et & sont dites 
equivalentes s'il existe une transformation de jauge h telle que h~ 1 dh = & . II est facile de 
voir que cette definition equivaut a dire que les fibres vectoriels holomorphes sous-jacents a 
d et & sont isomorphes. 

La parente evidente entre un operateur d et une connexion n'est pas innocente. Si X 
est une variete complexe, une connexion V sur un fibre vectoriel complexe E se decompose 
naturellement en V = V 10 +V 01 oil V 10 : ^(E) -» <gP +1 ^{E) et V 01 : gP*{E) ^ q+l {E). 
De meme, on a d = d + d. La courbure V 2 se scinde en trois parties : 

V 10 o V 10 E «f 2 '°(End£), V 10 o V 01 + V 01 o V 10 G ^(EndS) 
et V 01 o V 01 G (f 0,2 (Endi?). 

Suivant le meme schema, A = A 10 + A 01 et F = F 20 + F 11 + F 02 . On desire un critere per- 
mettant de determiner les connexions provenant d'une structure holomorphe sur E, i.e. pour 
lesquelles V 01 = d ; on dit qu'une telle connexion est integrable. Par une variante du 
theoreme de Newlander-Nirenberg, on montre que 

Proposition || [H]]. — Une connexion V sur un fibre vectoriel complexe au-dessus de X 
est integrable si, et seulement si, V 01 o V 01 = 0. 

Comme consequence immediate, dans un repere holomorphe : A 01 = et F 02 = 0. Si X 
est une surface de Riemann S, la condition d'integrabilite est toujours verifiee, ainsi toute 
connexion est integrable. La proposition precedente permet de reinterpreter l'espace quotient 
^oi jt^c ^ eg ^ajnpg d e jauge chiraux modulo les transformations de jauge en termes plus 
geometriques. 
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1.2. Espace des modules 

Soit E un fibre vectoriel complexe < ^°° au-dessus d'une surface de Riemann E, de rang 
r et de degre d. Une structure complexe sur E est la donnee d'un operateur d. Le groupe 
des transformations de jauge (des automorphismes de E) agit sur l'espace des structures 
complexes sur E. L'espace quotient JV est l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres 
vectoriels holomorphes au-dessus de E de rang r et de degre d. En effet, deux fibres vectoriels 
holomorphes de rang r et de degre d sur X sont topologiquement equivalents et ils sont 
isomorphes si, et seulement si, leurs structures complexes respectives sont reliees par une 
transformation de jauge. L'espace quotient est communement appele V espace des modules 
de fibres vectoriels holomorphes de rang r et de degre d. Helas, pour obtenir un 
espace des modules sympathique on ne doit considerer que les fibres stables. Un fibre vectoriel 
holomorphe E au-dessus de E est dit stable (resp. semi-stable) si, pour tout sous-fibre 
holomorphe propre F de E, on a /u(F) < fi{E) (resp. fi(F) ^ fJ-(E)), ou la pente /j-(E) de E 
est la quantite deg E / rg E. Si deg E et rg E sont premiers entre eux, il n'y a pas de difference 
entre stabilite et semi-stabilite. 

Sans la condition de stabilite, l'espace quotient ,JV n'est meme pas Hausdorff. Mumford [111] 



a pu montrer qu'il existe une variete lisse ,JV S de dimension &m\jV s = r 2 (g — 1) + 1, si jY s 
n'est pas vide et g ^ 2, parametrisant l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres stables 



de rang r et de degre d. Cette variete admet une compactification naturelle [ 135 1 notee r yV ss , 
isomorphe au quotient de l'ensemble des classes d'isomorphismes de fibres semi-stables par 
la relation d'equivalence de Seshadri. Si E est un fibre vectoriel holomorphe semi-stable de 
pente /i, E admet une filtration de Jordan-Holder [135] 



{0} = £ cEiC--C Ep-x CE P = E 

telle que grj = Ei/Ei_i, i = 1, ■ ■ ■ ,p, soit stable et /i(grj) = fi. Bien entendu, p = 1 si E 
est stable. La graduation associee a E, c.-a-d. le fibre Gr E = ®^ =1 grj, ne depend que de la 
classe d'isomorphisme de E. On dit que deux fibres semi-stables E et E' sont S- equivalents 
(ou Seshadri equivalents) s\ Qy E = Gr E' . En particulier, si E et E' sont stables, ils sont 
S-equivalents si, et seulement si, ils sont isomorphes. Si r et d sont premiers entre eux, jV s est 
deja compacte. L'espace jV s est un ouvert de JV SS . Les points correspondant a des fibres stables 
sont des points non-singuliers de ^V ss . L'espace tangent a JVs est isomorphe a i? 1 (End£'). 

En genre zero, l'espace JV S est vide des que r > 1 et jY ss est un point si r divise d, vide 
sinon [Q (cf. section 5 pour plus de details). En genre un, si h est le plus grand diviseur 
commun de r et d, jY ss est isomorphe au produit symetrique S^E ||. De plus, si h = 1, 

j¥ s = jV ss = E et, si h > 1, JV S = 0. 

On suppose maintenant que g, r ^ 2. L'espace des modules jV s n'est pas vide et, excepte 
dans les cas r = 2 = g et d pair, l'ensemble des points singuliers de Jf ss est l'ensemble des 



points semi-stables non-stables jV ss \ JV S [115]. A ma connaissance, on n'a une description 



explicite de ,jV ss que dans tres peu de cas. En fait, les resultats concernent plutot l'espace 
des modules des fibres vectoriels holomorphes de rang r et de determinant fixe Qi (de degre 
d). Les notations standards sont ^f(r,d) — notre jV ss plus haut — et ^^(r, Q}). L'espace 
=5^^ (r, S>) est la fibre de Papplication det : 9/ (r, d) — > J d , ou J d est la Jacobienne de 
E parametrisant les fibres holomorphes en droites de degre d, et det est Papplication qui 
associe a la classe d'isomorphisme de E celle de det E. Si d = — determinant topologique- 
ment trivial — ty/(r) est essentiellement le produit 5^^(r) x J°, done l'etude de ty/(r) se 



1. Espace des modules jV = £/ 01 /^ c 
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ramene completement a celle de «5^^(r). Pour simplifier, on note indifferemment tous les 
types d'espaces des modules. On connait ^V ss pour les configurations suivantes : r = 2 = g et 
determinant trivial [115], surfaces hyperelliptiques, r = 2 [ 30 1 et surfaces non-hyperelliptiques 



de genre 3, r = 2, determinant trivial 116 ]. Detaillons un petit peu le cas r = 2 = g et 
determinant trivial puisque c'est celui qui nous interessera le plus : JV SS \ jV s est isomorphe 
a une surface de Kummer — ce qui est egalement vrai si g ^ 3 — et .jV ss est une variete 



lisse isomorphe a l'espace projectif des fonctions theta de degre 2 [115], soit l'espace projectif 
tridimensionnel F 3 . 



Passons maintenant au cadre plus general des fibres principaux [103, 127]. On suppose que 
G est groupe compact simple, connexe et simplement connexe. Soit P un G-fibre principal 
au-dessus d'une surface de Riemann E. Sans perdre la generality, on peut prendre F = SxG. 
L'espace de connexions sur P peut etre alors identifie avec l'espace $rf des 1-formes sur X a 
valeurs dans zq. On a deja defini Paction du groupe de jauge sur £/ : 9 A = gAg" 1 + gdg -1 . Le 
groupe de jauge est un groupe de Lie de dimension infinie. La structure complexe sur £ induit 
une structure complexe sur Etant donnee une structure complexe J sur S, on decompose 
un champ A (complexifie) en A = A 10 + ^4 01 , avec (cf. p. 21) 

4 10 _ a i+q a01 _ a l— j| 

La condition d'unitarite : A 10 = — (A 01 )^ permet de retrouver le champ original A. On peut 
done identifier stf et l'espace complexe des (0, l)-formes a valeurs dans g . On pro- 
longe Taction de sur stf en une action du groupe de jauge complexifie, note ^ c — c'est 
l'ensemble des applications ^ 7 °° de S dans G c . On definit : 9 A 01 = gA 01 g~ l + gdg^ 1 (et 
9 A 10 = (g Jf )~ 1 A 10 g^ + (g^)~ 1 dg^). On retrouve Paction du groupe compact en prenant gg* =1. 

Comme pour les fibres vectoriels, toute connexion sur P determine une structure holomor- 
phe sur le G c -fibre P c , la complexification de P. Reciproquement, tout G c -fibre holomorphe, 
muni d'une reduction du groupe de structure a G, determine une G-connexion canonique. De 
plus, deux structures holomorphes sur P c produisent des fibres isomorphes si les connexions 
sous-jacentes sont dans la meme orbite de £f c . Ainsi, ^/ 01 /^ c est l'ensemble des classes 
d 'equivalence de G c -fibres holomorphes. En effet, suivant Q, tout champ de jauge A 01 s'ecrit 
localement g^dda, ou g a : U a — > G c . La quantite g a p = gadp 1 donne un cocycle d'un G c - 
fibre holomorphe dont la classe modulo {g a p) i— > (hagaphp 1 ) determine, a isomorphisme pres, 
le fibre. D'ailleurs, deux A 01 donnent des cocycles equivalents si, et seulement si, ils sont dans 
la meme orbite de 5f c . 

Comme precedemment, on peut definir des notions de stabilite et de semi-stabilite. On 
construit alors une variete lisse Jf s parametrisant les G c -fibres stables. Cette derniere admet 
une compactification naturelle : l'espace des modules des classes d'equivalence de Seshadri de 
G c -fibres holomorphes. La dimension (complexe) de JV S est : 



0, si g = 

rg G, si g = 1 

dimG(g — 1), si g > 1 



Si G = SU r C c.-a-d. G = SL r C, on obtient l'espace des modules y^(r) des fibres de rang 



r de determinant trivial. Le cas r = 2 a ete etudie par Narasimhan et Ramanan [115]. On 
utilisera ce travail au chapitre 5. 
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Un resultat important du a Narasimhan et Seshadri dit qu'un fibre vectoriel de degre 
est stable si, et seulement si, il est defini par une representation irreductible unitaire 
du groupe fondamental i\\ de S, i.e. par un p : tk\ — > U r . En particulier, un fibre sta- 
ble de degre zero est necessairement plat. Plus tard, la demonstration de ce theoreme fut 
consider ablement simplifiee par Donaldson [33]. La generalisation aux fibres principaux est 
due a Ramanathan fll27fl : un G c -fibre P est stable si, et seulement si, il provient d'une 
representation irreductible unitaire de 7Ti, c.-a-d. d'une representation irreductible p : tt\ — » 
G c avec Im p C G — en particulier P est plat. 

Pour terminer, on donne quelques details de la geographie de Pespace des modules ||. Tout 
fibre vectoriel holomorphe possede une nitration de Harder-Narasimham [87] 



{0} = ^ C£iC---C E s ^ CE S = E 

telle que Di = Ei / i = 1, • • • , s, soit semi-stable et p± > p,2 > • • • > Msj ou pi = p{D.{). 
Cette nitration est canonique, i.e. unique. Si E est semi-stable, s = 1. Notons rj (resp. di) 
le rang (resp. le degre) de D; ; Yl r i = r e * Yl d* = d. La sequence A de paires 
i = 1, • • ■ ,s, definit le type de stabilite de E. 

On decompose alors iz/ 01 en sous-varietes , chacune constituee de tous les fibres de 
type A. Comme la filtration de Harder-Narasimhan est canonique, les ^P 1 sont preservees 
par Paction de & c et par la-meme se decomposent en une union d'orbites. Si 2? designe 
Pensemble des types possibles, 

^ = \j ^\ 

Definissons un ordre partiel sur 2? : A < p si <^(A) C &{p) ou <^(A) est la region dans 
Pespace bidimensionnel des couples (r,d), delimitee par Paxe horizontal et le polygone dont 
les sommets sont les points (rj, di) et les cotes sont les segments joignant deux cotes pris dans 
Pordre croissant en r (cf. figure |l|). On obtient une stratification de £/ 01 : pour tout I C 3*, 



•* = UU- 



est une sous-variete ouverte de ^/ 01 . La codimension de .s/® 1 vaut 

c\ = ^ [(ridj - rjdi) +rirj (g - 1)] 

ou g designe le genre de la surface S. La strate srf®} des fibres semi-stables correspond au type 
minimum \ ss = {(r, 0)} de ST. Cette strate est Punique strate de codimension zero et elle 
forme une orbite dense dans En pratique, on a besoin d'un peu plus d'information sur 
cette stratification. On souhaite egalement connaitre les strates de codimension 1. On verra 
cela en detail pour le genre zero et on esquissera le resultat en genre un. On peut aussi decrire 
la geographie de Pespace des modules pour des fibres principaux. Cela revient essentiellement 
a se ramener au cas precedent en consider ant le fibre ad P c associe k P par la representation 
adjointe de G [||, section 10]. L'orbite dense dans srf m est toujours la strate semi-stable. 



2. Etats de Chern-Simons 
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Figure 1. — Region convexe 3 s {X). 
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§2. Etats de Chern-Simons 

Soit M une variete differentielle de dimension 3, V action de Chern-Simons est 

S CS {B) = j-f tr (B A dB + - B A B A B) 



on i? est une 1-forme sur M a valeurs dans iq. Les solutions classiques de la theorie de CS 
sont les connexions plates. Un objet important est l'integrale fonctionnelle 



ou ^ est un nceud dans M, soit un plongement de S 1 dans M, et W('^ 7 ) fl est une boucle 
de Wilson donnee par la trace dans la representation R de Pholonomie de la connexion A 
le long du lacet % c.-a-d. 

W(«% = tr fl Pe^ A 



L'etude de l'integrale fonctionnelle precedente a permis a Witten [147] de construire (formelle- 
ment) des invariants de nceuds pour n'importe quelle variete compacte tridimensionnelle. En 
particulier, cette construction produit le polynome de Jones en prenant M = S 3 , G = SU2 
et Ri la representation de spin 5 . 

Pour comprendre le lien entre le modele de WZNW et la theorie de CS, on utilise l'equation 
de Ward chirale locale (2jl0|,a) 



2tt <5 



if" 



abc ( 2tt 8 



A% 



^ & - zi) n z A <® g(&) Ri ) A = 0. 
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On s'est contente de remplacer les courants par leur definition. Introduisons deux operateurs 
agissant sur les fonctions du champ de jauge A, 

(A;/)(A) = -f^f(A), (A£/)(A) = A±f{A). 

z 

L'identite de Ward locale prend la forme compacte suivante 

(f^)-^^( 2 )(z-z £ )^ f(A) = (2) 

oil r est la fonction de Green modifiee introduite dans la section 4.1 et F est la courbure de 
la ((connexion quantique» A, definie par 

F(z) = d z Az — c\A z + [A z , Ag] ■ 

C'est cette forme de l'identite de Ward locale qui permet de relier les fonctions de Green du 
modele de WZNW aux etats quantiques de la theorie de CS, dans l'image de Schrodinger. 

On suppose maintenant que M = S x S 1 , oil S est une surface de Riemann compacte. La 
coordonnee correspondante a S 1 joue le role du temps. Le nceud % sera le produit {&} x S , 
colorie par une representation irreductible R% de G. On choisit la jauge B = 0, c.-a-d. les 
connexions nulles dans la direction S . Les solutions classiques sont encore les connexions de 
courbure nulle. L'espace des phases est alors l'ensemble des connexions plates A sur le G-fibre 
trivial au-dessus de E, muni de la structure symplectique heritee de la forme 



_k_ 

2tt 



tr 5 A A 8 A. 



Etant donnee une structure complexe J sur S, on peut done identifier s/, l'espace des G- 
connexions, et l'espace des (0, l)-formes a valeurs dans q c . L'introduction d'une structure 
complexe sur l'espace des phases nous engage a utiliser une quantification holomorphe a la 
Bargmann de la theorie de CS. Les etats quantiques sont des fonctionnelles ^ holomorphes 
sur £/ 01 a valeurs dans C. En plus, on impose la contrainte 

F a (z)^(A 01 ) = 0, 

c.-a-d. l'analogue quantique de la condition de platitude de la connexion A. Si on rajoute des 
boucles de Wilson, les etats quantiques sont des fonctionnelles ^ : £/ 01 — > V\, holomorphes 
et satisfaisant la contrainte (quantique) 

( F °w-¥ E* (2) (*-^ a J ^ 01 ) = o. (3) 

On note l'espace des etats de Chern-Simons, i.e. des etats quantiques de la 

theorie de CS. 

Reinterpretons la condition @. On munit de la topologie < ^°°. Les fonctions holo- 
morphes sur £/ 01 sont des fonctions 'if 00 au sens de Frechet de derivees C-lineaires [pq|. Soit 



3. Surfaces de Riemann et courbes algebriques 
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§f c le groupe des transformations chirales h : E — > G c . On definit une action de ^ c sur les 
applications holomorphes 

(^)(A 01 ) = e - fc5 ^ A01 ) ® *( ft "k 01 ). (4) 

La contrainte de platitude quantique (||) est la version locale de la condition d'invariance 
globale des etats de CS sous Taction de W c , c.-a-d. = ^, si h G Elle est equivalente a 
la condition globale. 

La relation (|j) decrit le comportement d'un etat de CS le long des orbites de W c . En termes 
plus geometriques, un etat de CS est une section holomorphe du fibre vectoriel complexe 
y = (^/oi x Vx) /^ c au-dessus de l'espace quotient jV = ,e/ 01 /& c . L'action de ^ c sur 
£? 01 x V\ est 

(A°\v)^^A°\e kS ^- 1 ^0hm Re v). 

C'est la qu'entre en jeu l'espace des modules Jf . Apres deux sections consacrees a des rappels 
mathematiques, on va regarder plus en detail l'espace des etats de CS. Comme les espaces 
des modules, les espaces W (E,£,i2) peuvent etre definis de plusieurs manieres. La plupart 
du temps, les constructions utilisent des objets mathematiques difficiles a apprehender pour 
l'humble physicien. L'interet des mathematiciens est surement apparu avec la formule de 



Verlinde [142] qui donne la dimension de W(T,,^,R). Les differentes constructions devraient 



dormer des espaces isomorphes meme s'il n'y a pas de demonstration complete sur le sujet pi 



45 , |f03| , 137 , |140f| . Dans la section 5, on decrira l'espace des etats de CS en genre zero |6^] et 



dans la section 6 en genre un [41, 43 1. On donnera quelques resultats en genre superieur [67] 
dans la section 7. 



§3. Surfaces de Riemann et courbes algebriques 

Pour ecrire cette section, j'ai utilise la merveilleuse introduction au sujet donnee par Grif- 



fiths |82 ]. Je me suis egalement aide de [^3[ |109| , |118 | 



Soit S une surface de Riemann connexe et E son revetement universel. D'apres le theoreme 
d'uniformisation de Riemann, on peut ranger E dans l'une des trois categories suivantes : 
elliptique (resp. parabolique, resp. hyperbolique) si E = CP 1 (resp. C, resp. H), ou HI est 
le demi-plan de Poincare EI = {y = y\ + ii/2 £ C | yi > 0}. Au niveau «conforme», on 
trouve une classification semblable : E est elliptique (resp. parabolique, resp. hyperbolique) 
si, et seulement si, elle peut etre munie d'une metrique riemannienne 7 compatible avec la 
structure complexe et de courbure gaussienne K 7 egale a 1 (resp. 0, resp. —1). Deux surfaces 
de Riemann sont dites isomorphes s'il existe une application biholomorphe — i.e. holomorphe, 
inversible, d'inverse holomorphe — entre elles. Le groupe d'automorphisme de CP 1 est PSL2. 

Maintenant et jusqu'a la fin, on considere uniquement des surfaces de Riemann E com- 
pactes. On sait alors que E est homeomorphe a une boule a g anses — g est appele le genre 
de la surface. Le genre est une quantite purement topologique qui permet aussi de repro- 
duire la classification precedente. En genre zero, toute surface est isomorphe a la sphere de 
Riemann (cas elliptique). En genre un, toute surface est isomorphe a une courbe elliptique 
E T = C/(Z + tZ) (cas parabolique). En genre ^ 2, toute surface est isomorphe a un HI / T ou 
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r est un sous-groupe discret de PSL2M, operant librement sur EI et tel que l'espace quotient 
soit compact (cas hyperbolique). 

Notons P n le plan projectif complexe de dimension n. Une variete algebrique (projec- 
tive) C est un sous-ensemble de P n de la forme 

C = {?GP n I F 1 (O = --- = F m (O=0} 

ou les F{ sont des polynomes homogenes de degre donne en n + 1 variables. Si on remplace 
P n par C n et si les Fi sont des polynomes a n variables, on obtient une variete algebrique 
affine. Toute variete algebrique C determine une unique variete algebrique affine Co = CnC n 
ou C n est plonge canoniquement dans P n . Si m = 1, C est une hypersurface algebrique de 
degre le degre de F\. En plus, si n = 2, C est une courbe algebrique plane. Une hypersurface 
algebrique est irreductible si F\ est un polynome homogene irreductible. Supposons donnee 
une courbe algebrique plane irreductible C. Un point singulier de C est un point ou toutes 
les derivees partielles de F sont nulles. II est remarquable que C n'a qu'un nombre fini de 
points singuliers. Si S designe l'ensemble des points singuliers et C* = C\S, alors on montre 
que C et C* sont connexes et C* est une surface de Riemann (non necessairement compacte). 
Une normalisation (ou desingularisation) de C est une surface de Riemann compacte 
C et une application holomorphe a : C ^P 2 telles que : (i) <r(C) = C, (ii) la preimage 
de S par a est un ensemble fini, (in) a : C \ (J _1 (S') — > C \ S est injective. Le theoreme 
de normalisation assure l'existence et l'unicite d'une normalisation. L'unicite signifie : si 
(C,a) et (C',a r ) sont deux normalisations de C alors il existe un isomorphisme r : C — ► C 
tel que a = a' o r. 

3.1. Diviseurs 

Un diviseur D sur une surface de Riemann S est une application D : E — ► Z nulle sauf en 
un nombre fini de points. On note 

Pes 

Muni de l'operation d'addition evidente, l'ensemble des diviseurs sur S forme un groupe 
abelien appele groupe des diviseurs de S et note DivS. On dit qu'un diviseur est positif (ou 
effectif) si D(P) ^ 0, pour tout P € S ; on note simplement ^ 0. On ecrit aussi D ^ D', 
des que D — D' ^ 0. L'application degre est l'homomorphisme de groupes deg : Div S — > Z 
qui envoie un diviseur I? sur degD = J^Pes D(P)- Le noyau de l'homomorphisme deg, note 
Div E, est le groupe des diviseurs de degre zero. Plus generalement, Div d E est l'ensemble 
des diviseurs de degre d. 

Soit ^#(E) l'ensemble des fonctions meromorphes sur E. Soient / 6 ^#(E), non-identique- 
ment nulle, et P un point de E. Si z est une coordonnee locale dans un voisinage de P, centree 
en zero, alors, dans ce voisinage : f = z u h(z), ou h est une fonction holomorphe, h(0) / et 
v G Z. L'entier z/ est appele l'ordre de / en P, note vp(f). Si / = 0, il est commode de poser 
up(f) = 00. Le diviseur associe a / est : 

(/) = £>(/) p. 

Pes 
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Si / n'est pas constante alors deg (/) = 0, i.e. fa autant de zeros que de poles. J'en prof- 
ite pour rappeler que les seules fonctions holomorphes sur une surface de Riemann (com- 
pacte) sont les fonctions constantes. Un diviseur est principal s'il est le diviseur d'une fonc- 
tion meromorphe non-identiquement nulle. Deux diviseurs D et D' sont dits lineairement 
equivalents si D — D' est un diviseur principal ; on note alors D ~ D'. II suit immediatement 
des definitions que D et D' ont meme degre. On note aussi D la classe du diviseur D. 

Soit l'ensemble des 1,0- formes meromorphes sur E. Soit to G non-identique- 

ment nulle. Au voisinage de P, uj est de la forme f(z) dz, ou / est une fonction meromorphe 
dans ce voisinage. L'ordre de w en P est : vp(uj) = vp(f). Le residu de w en P est 



Respuj 




nil 7 est un petit cercle autour de P tel que, sur le disque borde par 7, uj a au plus un pole, 
en P. D'apres le theoreme de Stokes, cette construction ne depend pas de 7. Le theoreme des 
residus dit que ^PeE Respoj = 0. Le diviseur de uj est, par definition, 

(u;) = 2>pMP. 
Pes 

Un diviseur est dit canonique s'il est le diviseur d'une forme meromorphe non-identiquement 
nulle. Deux diviseurs canoniques sont lineairement equivalents, de degre : — x(S) = 2g — 2 
(formule de Poincare-Hopf). On utilise traditionnellement K pour designer la classe d'un 
diviseur canonique. Ensuite, si est l'espace vectoriel des formes holomorphes sur S, on 

a dimfi^S) = g. 

Soit D un diviseur de S, on pose 

JSf(D) = {/€^T(E) I (f) + D>0}, 
JK\D) = {lo e I (w) > D}. 

Concretement, soit PeS,/e Sf(D) etwG Jt\D). Si D(P) < alors / doit avoir un zero 
d'ordre ^ —D(P) en P et u; peut avoir un pole d'ordre ^ —D(P) en P. Si D (P) > alors / 
peut avoir un pole d'ordre ^ D(P) en P et uj doit avoir un zero d'ordre ^ P>{P) en P. Ce sont 
des espaces vectoriels de dimensions (finies) respectives 1(D) et i(D), appele indice de specia- 
lite. Si D et D 1 sont lineairement equivalents, on a S£(D) = ££(D') et Jt x (D) = Jt x (D'). La 
reciproque (reciprocite de Brill-Noether) dit que si D + D' est un diviseur canonique, alors 
Jz?(D) ^ Jt x (D') et JSf(D') = ^(D). En particulier, l(K - D) = i(D). 

Le theoreme de Riemann-Roch s'ecrit 

1(D) -i(D) = degD + l-g, 
ou l(D)-l(K-D) = degD + l-g. 

On dispose aussi de criteres d'annulation simples : si degL> < alors 1(D) = et si degL> > 
2g-2 alors i(D) = 0. 

Soient E et T,' deux surfaces de Riemann. Soient / une application holomorphe non- 
constante de E dans E', P un point de E et Q un point de E'. Comme precedemment, 
on peut choisir une coordonnee locale z (resp. w) en P (resp. Q) centree en 0, telle que / soit 
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de la forme w = z u , ou v G N. On note vp{f) l'ordre de / en P — ce dernier ne depend pas 
des choix effectues. L'ensemble des points pour lesquels l'ordre de / est strictement superieur 
a 1 est fini ; on appelle ces points des points de ramification. On definit 

r\Q) = E Mf)p- 

f(P)=Q 

C'est un diviseur de E car / n'est pas constante. Le degre de / est degf = deg/ _1 (Q). 
On a bien le droit de parler du degre de / car, S' etant connexe, Q ne joue qu'un role 
d'intermediaire. Notons n le degre de notre application /. On dit que / est un revetement 
ramifie (etale) a n feuillets (Q). Le diviseur de ramification de / est le diviseur 

Pes 

La formule de Riemann-Hurwitz donne le degre de R : degR = — x(E) + nx(S'). 



3.2. Genre un — courbes elliptiques 

En genre zero, toute surface de Riemann est la normalisation d'une courbe algebrique lisse 
C de degre 3 dans P 2 d'equation affine y 2 — (x — a\)(x— a2){x — 03) = 0, ou a±, 02, CJ3 sont deux a 
deux distincts. L'equation projective de C est xq{x2) 2 — (xi — a\XQ){x\ — d2Xo)(xi — a^xo) = 0, 
pour [xo,xi,X2] € P 2 . Quitte a composer x avec un automorphisme de CP 1 pour envoyer a\ 
sur 0, a2 sur 1 et l'oo sur lui-meme, on voit que toute surface de genre un est la normalisation 
d'une courbe algebrique plane C\ d'equation affine y 2 = x(x — l)(x — A), ou A ^ 0, 1. Deux 
courbes C\ et Cy sont isomorphes si, et seulement si, il existe un automorphisme de CP 1 
qui envoie (globalement) {0, 1, 00, A} sur {0, f , 00, A'}. Les seuls cas possibles sont A' = A, 1 — 
A, 1/A, (A — 1)/A, A/(A — 1), f/(l — A). L 'expression suivante 

•m (A 2 — A + 1) 3 

j(A)=266 A2(A _ 1)2 

est invariante par toutes ces transformations. L'application j etablit done une bijection entre 
les classes d'isomorphisme de surface de Riemann de genre un et le plan complexe C. 

Pour les courbes elliptiques : on peut realiser explicitement E T comme la normalisation 
de la courbe algebrique plane d'equation affine y 2 = 4x 3 — g2X — 53, appelee forme normale 
de Weierstrafi. L'application « normalisante )> a envoie le reseau A r = 7L + t7L sur [0,0, 1] et 
z £ E T \ A T sur [1, p(z), p'(z)] G P 2 , ou p est la fonction de Weierstrafi de periode 2u>i = 1 et 
2uj 2 = t : 



la somme ^ portant sur u dans le reseau A T prive de zero. La fonction p satisfait bien 
l'equation p' 2 = 4p 3 — g2p — 53. Deux courbes elliptiques E T et E T > sont isomorphes si, et 
seulement si, il existe a £ PSL2Z telle que r' = or ; un element a de PSL2Z agit sur r£i 
par transformation projective. On peut egalement fabriquer un invariant j. Definissons 



92(.r) =60]T , 1AA 53(r) = 140E'V^ 6 



*On rajoute parfois l'adjectif etale pour faire la difference avec les revetements (topologiques) du theoreme 
d'uniformisation. 
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On pose alors 



j(r) = 1728^- 



ou A = g\ — 27 g 2 . La courbe elliptique E T n'etant pas singuliere, la courbe algebrique 
correspondante ne l'est pas non plus et A / 0. La fonction j : H — > C est une forme 
modulaire de poids 0, holomorphe sur H et ayant un pole simple en oo. Elle induit une 
bijection de H/PSL2Z sur C, toujours notee j. Si on developpe j en puissances de q = e 2t7TT , 
on a 

j( T ) = - + 744 + 196884 q + ■ ■ ■ 

et tous les autres coefficients sont des entiers positifs. Ceci justifie a posteriori le coefficient 
1728 dans j(r). On montre que, si une courbe elliptique E T est la normalisation d'une courbe 
algebrique C\, alors j(r) = j(X). 



3.3. Courbes hyperelliptiques 

Une surface de Riemann S compacte de genre ^ 2 est dite hyper elliptique s'il existe 
une application holomorphe x de degre 2 de S dans CP 1 . Le diviseur de ramification R 
de x est constitue de 2g + 2 points Pi distincts. Parfois, on dira point de Weierstrafi pour 
point de ramification. Ces deux notions sont generalement differentes mais coincident juste- 
ment si S est hyperelliptique. On note o« = x(Pi) — ils sont deux a deux distincts — et 
x _1 (oo) = {001,002}- On suppose que 00 n'est pas un «point» de ramification. L'involution 
hyperelliptique est l'application 1 : S B Q\ 1— > Q2 G S, si Q\ et Q2 ont la meme image par x, 
i.e. l echange les deux feuilles. Cette derniere induit une action sur ^#(E) par i(a) = i*a. Si 
D = (g + l)ooi + (g + l)oo 2 alors dim«£f(.D) = g + 3. Comme D est preserve par l, on peut 
voir 1 comme une application lineaire sur C 9+3 de valeurs propres ±1. Si on decompose ^f(D) 
en sous-espaces propres Jz? (D) + © ££{IT)~ alors 1, x, ■ ■ ■ , x 9+1 est une base pour ££ (D) + . En 
particulier, Ji?(D)~ est de dimension 1. On montre alors qu'on peut choisir y dans J£(D)~ 
tel que 

y 2 = (x - ai) • • • (x - a 2g+ 2)- (5) 

Si au depart 00 est un point de ramification, on ne considere qu'un produit sur 2^ + 1 points. 
La surface hyperelliptique £ de genre g est alors la normalisation de la courbe algebrique plane 
C de degre 2g + 2, d'equation affine (||) et singuliere en [0,0, 1]. L'application normalisante 
a : S — > P 2 envoie P sur [1, x(P), y(P)] et 001,002 sur [0,0,1]. La projection C B (x,y) 1— > 
x G CP 1 realise C comme un revetement ramifie de CP 1 a deux feuillets, avec 2g + 2 points 
de ramification. II est clair que sur C l'involution hyperelliptique 1 envoie (x,y) sur (x, —y). 
Une base de formes holomorphes sur £ est donnee par 

dx x 9 ~ l dx 

LO\ = , • • • , LOg = . 

y y 



La demonstration passe tres bien en genre zero ou un, mais on prefere traiter separement ces 
deux cas, car la courbe C est alors lisse. 
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3.4. Fibres vectoriels holomorphes sur une surface de Riemann 

Dans cette section tous les fibres vectoriels sont des fibres holomorphes sur E, ce que je 
ne preciserai plus. Soit le faisceau (multiplicatif) des germes de fonctions meromorphes 
non-identiquement nulles sur E et 6 X le sous-faisceau des fonctions holomorphes non-nulles. 
On a DivE = H°(E, ^ x / 6 X ). En decrivant les fibres en droites par leurs fonctions de 
transition, on constate que le groupe des classes d'isomorphismes de fibres en droites est juste 
6 X ) : c'est le groupe de Picard de E, note PicE. Soit D un diviseur sur E. On attache 
a D un fibre en droites 0(D), je ne vais pas le decrire explicitement car ce n'est pas tres 
instructif. Par contre, on doit retenir que le faisceau des germes de sections holomorphes de 
0(D) est canoniquement identifie avec le faisceau, toujours note 6(D), defini par ses sections 
au-dessus d'un ouvert U 

0(D)(U) = {/ € JZ(U) | (/) + D\u > 0}. 

Ainsi, je ne ferai pas de difference entre le fibre en droites et le faisceau correspondant. De 
maniere plus generale, je note de la meme fagon un fibre vectoriel E et le faisceau des germes 
de sections holomorphes de E. La multiplication par une section meromorphe de 6(D) permet 
d'identifier S£(D) et les sections holomorphes (globales) de 6(D), i.e. H°(E, 6(D)). On note 
les isomorphismes (holomorphes) suivants 

6(D) (g> 6(D) = 6(D + D), 6(D)- 1 = 6(-D), 
6(D) 9* 6(D) ssi D ~ D. 

Soit L un fibre en droites. On montre que L possede toujours une section meromorphe non- 
nulle s. Si D = (s), alors L = 6(D). En termes cohomologiques, on peut resumer ce qui 
precede dans la suite exacte — ► X — > ^# x — ► ^ x j 6 X — > et la suite cohomologique 
qui s'en deduit : i7°(E,^# x ) — > DivE — > PicE. La premiere fleche associe a une fonction 
meromorphe sur E son diviseur et l'application cobord 5 est juste <5(-D) = 6(D). En partic- 
ulier, PicE = DivE/ ~. 

De la suite exacte exponentielle — > Z — > 6 — > 6 X — > 0, on extrait la suite exacte longue 
de cohomologie : 

-► if^Z) ^(^,6) -► i7 1 (S,^ x ) # 2 (E,Z) -► H 2 {Y,,6) = 0. 

L'application ci : i7 1 (S,i^ >x ) if 2 (E,Z) ff 2 (E,]R) associe a tout fibre en droites une 
classe de Cech, appelee premiere classe de Chern. Cette terminologie est justifiee car la classe 
de de Rham qui represente cette classe de Cech est exactement c\(L), comme definie aupa- 
ravant. On verifie que deg 6(D) = degD. Le noyau de c\ est le quotient 

Pic°E = i/^E.^V-ff^Z), 

le sous-groupe de PicE des fibres de degre zero qui est isomorphe a Div° E/ ~. 

Le fibre canonique i^s (ou simplement X) est le fibre cotangent holomorphe T* 1,0 E. Les sec- 
tions meromorphes de K sont juste les 1-formes meromorphes. Le theoreme de Riemann- 
Roch pour un fibre en droite L dit : dimi?°(E, L) — dim if 1 (E, L) = degL + 1 — g. On ecrit 
toujours cette egalite accompagnee du theoreme de dualite de Serre : H°(T,,K <g) L~ r ) = 
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L)*. En fait, on peut aussi ecrire un theoreme de Riemann-Roch pour un fibre vectoriel 
E de rang r. Si h°(Z,E) = dimF°(E,£) et h}{Y,,E) = dimiJ 1 (E, E), alors 

h°{V,E)-h}{V,E) = deg£ + r(l- g). 

Le theoreme de dualite de Serre reste valable : H°{Y,,K<& E*) = iJ^E, £)*. La dualite est 
simplement 

H\X, E) x tf°(S, if (8) -E*) 9 (C, s)^ J {s*Q€C 

ou s est vue comme une (1, 0)-forme a valeurs dans E* et ( comme une (0, l)-forme a valeurs 
dans E par Pisomorphisme de Dolbeaut entre et iJ D '^[(S, E). 



3.5. Jacobienne 

Soit E une surface de Riemann de genre ^ 1. Soit (ai, ■ • • , a g , b\, ■ ■ ■ ,b g ) une base sym- 
plectique canonique de i?i(E, Z), c.-a-d. de nombres d'intersection (00,0/3) = = (b a ,bp) et 
(00,6/3) = <5a,/3 = -(6/3, a a ). Soit w G ^(E), on P ose 

A a (uj) = uj, B a (uj) = uj. 

J CI a " frcx 

Soient u,ip G fi 1 (E), on montre les relations bilineaires de Riemann 

9 9 

(A» #c*(<p) - B a (w) A a (cp)) = et Im B a (u)) > 0. 

q=1 a=l 

Soit (uji, • • • , cj 9 ) une base de J1 1 (E). La matrice des periodes, notee n, est la matrice g x 2g : 
II = (A,B), ou A (resp. -B) est la matrice g x g d'elements A a p = A a [up) (resp. B a p = 
B a (ujp)). D'apres les relations bilineaires de Riemann, la matrice A est inversible et r = A~ l B 
est une matrice symetrique de partie imaginaire, notee T2, definie positive. Dorenavant, on se 
donne une base normalisee de 1 (E), i.e. pour laquelle LT = (I g ,r) ; c'est toujours possible 
car A est inversible. On appelle r la matrice des periodes normalisee. Si a = 1, ■ ■ ■ , g, e a 
designe le vecteur de C 9 ayant des zeros partout sauf dans sa a-ieme ligne, oil on trouve 1. 
Par contre, si a = g + 1, • ■ ■ , 2g, e a est la a-ieme colonne de r. Comme T2 est definie positive, 
les vecteurs e a sont lineairement independants sur R. Le Z-espace vectoriel A T engendre par 
ces vecteurs forme done un reseau de C g . La Jacobienne de E est 

JacE = C 9 /A r = i7 (E,K)7Fi(E,Z). 

Pour identifier le terme a l'extreme gauche, il faut utiliser le plongement de i^i(E,Z) dans 
H°(Y>,K)* par l'application #i(S,Z) 3 7 ^ (uj ^ f u) G H°(E,K)*. 

Fixons un point Pq dans E. L'application d'Abel est l'application / : E — > JacE qui envoie 
P G E sur 

r-P /-P 



I(P)=(^j u-l, ■ ■ ■ ,J ujg^j mod A T . 



ip JP 

Cette application est bien definie independamment du choix du lacet allant de Pq & P- On 
etend I en une application I : DivE — > JacE par : /(I?) = ^ nj I(Pi), si D = J2i n iPi- La 
suite 

^(E) x Div°E -U JacE — ► 
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est exacte. D'une part, le theoreme d'Abel assure l'exactitude des deux premieres fleches, 
i.e. un diviseur D de degre est principal si, et seulement si, 1(D) = 0. D'autre part, la 
surjectivite de / est donnee par le theoreme d'inversion de Jacobi. Ainsi, l'application / 
induit un isomorphisme entre Jac £ et Pic EJ, le groupe des classes d 'equivalence lineaire des 
diviseur s de degre zero. 



§4. Theta dans tous ses etats 



Le traite de Mumford [113, 114] est incontestablement LA reference incontournable sur les 



fonctions theta. En ce qui concerne les fonctions theta de Jacobi, on pourra consulter avec 



bonheur les classiques |92], 145 ]. 



4.1. Fonction theta de Riemann 

Soit r appartenant au demi-plan de Siegel M g , c.-a-d. Pensemble des matrices complexes 
symetriques g x g de partie imaginaire ti definie positive. Bien entendu, Hi = H. Soit Th^ 
l'espace vectoriel des fonctions entieres sur C 9 quasi-periodiques de degre k, c.-a-d. 

9(z + p + Tq) = e -^kq-rq-2nik q -z pge ^ 

ou q ■ r = q t r, la multiplication a droite etant la multiplication matricielle. Un element de 
Thfc est appele une fonction theta de degre k. Si k = 1, Thi est un espace vectoriel de 
dimension 1 engendre par la fonction theta de Riemann 



g«7r n-Tn+2ni n-z 



*(z\t) = E 

C'est une fonction paire, holomorphe sur C 9 x M g . 

On suppose maintenant que r est la matrice des periodes normalisee d'une surface de 
Riemann S de genre g. Afin de determiner les zeros de i9, on utilise la fonction intermediaire : 

S 3 x ^ ${z + j u\t) = fix) £ C. 

D'apres le theoreme d'annulation de Riemann : soit / est identiquement nulle, soit il 
existe A E C 9 , appele vecteur des constantes de Riemann, ne dependant que du choix 
de la base d'homologie et du point base xq, tel que / possede g zeros x\, ■ ■ ■ ,x g avec 

Z + Y1 [ UJ = A (mod A T ). (6) 
i=l 

Reciproquement, pour tout 5-uplet de points (xi,--- ,x g ), si z est defini par Pequation @ 
alors f(x{) = 0, Vi = 1, • • • ,g. On obtient comme corollaire : i)(z\t) = si, et seulement si, il 
existe x\, ■ • ■ , x g -\ S S tels que 

9_i «, 
z = A - 22 I - 



i=i 
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Pour k > 1, on introduit la fonction theta de caracteristiques (5' , 5") G Q 9 x 



1)9 • 







<5' 
5" 



_ e i7r(n+(5')-r(n+(5')+27ri(n+(5')-(2+5") 



n£Zs 



La fonction theta de Riemann est juste la fonction theta de caracteristiques nulles. On verifie 
directement les transformations suivantes 



5' 
5" 



-in q-Tq—2ni q-(z+S") q2tti &' -p ^ 



5" 



5' 
6" 



(z\r). 



(z +p + rq\r) = e 

(z\ T ) = e 2™6'-<i$ 

(kz,kr), e £ l^Q/kl^ 9 , c.-a-d. concretement 
forme une base de Th^. En particulier, dimTh^ = k 9 . 



(z\r) 



L' ensemble des 9^ e = $ 



5'+p 

5" + q 

e/k 




4.2. Fibre theta 

Soit A un reseau de C 9 . Le quotient C 9 /A est une variete complexe, appelee tore complexe. 
Au passage remarquons que la raison profonde pour laquelle on se contente de prendre r dans 
le demi-plan de Siegel est que les seuls tores pouvant etre plonges dans un plan projectif sont les 
tores C 9 /A T et leurs revetements finis (theoreme de Lefschetz). Comme -ff 1 (C ff , X ) = |]83| . 
p. 47], tout fibre holomorphe en droites au-dessus de C 9 est trivial. Soit L — > C 9 /A un fibre 
en droites et ir : C 9 — > C 9 /A la projection. Le fibre preimage ir*L — * C 9 est trivial, ainsi 
il existe une trivialisation globale ip : ir*L — > C 9 x C. Fixons z G C 9 et A G C 9 . Comme 



L 



7T(Z) 



(tt*L) z = (ir*L) z+ \, on obtient un automorphisme de 



C <£- (tt*L) z = L <z) = (tt*L) z+x ^ C. 



Un automorphisme de C est donne par la multiplication par un nombre complexe non-nul 
m\(z). L'ensemble des multiplicateurs m\, A G A, est appele un facteur d'automorphie pour L. 
Les multiplicateurs satisfont la relation de compatibilite m^(z+\)mx(z) = m\ +lJ _(z), Vz G C 9 . 
Reciproquement, tout facteur d'automorphie definit un fibre en droites holomorphe sur C 9 /A, 
obtenu en quotientant C 9 x C par la relation d'equivalence (z,w) ~ (z+\,e\(z)w). Une section 
de ce fibre en droites est une fonction holomorphe s sur C 9 telle que s(z + A) = m\(z) s(z), 
VA G A. De par les relations de compatibilite, il suffit de connaitre les multiplicateurs sur une 
base (Ai, • • • , \2 g ) de A. On note mi = m\ r 

Soit E une surface de Riemann de genre g et Jac E sa Jacobienne. On a vu que Jac E est 
un tore complexe modele sur le reseau A T engendre par les e a . Le fibre theta, note Lq, est 
le fibre holomorphe en droites au-dessus de JacE, defini par le facteur d'automorphie : 



m a (z) = 1, 



m 



g+a\ 



-ni T aa —27ri z a 
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pour a = 1, • • • ,g. On aurait done pu definir une fonction theta de degre k comme une 
section holomorphe de la A:-ieme puissance de L@. En particulier, dim H°(Lq) = k 9 . Le 
diviseur theta, note 0, est le diviseur de la section $ de L@. Comme corollaire du theoreme 
d'annulation de Riemann, le diviseur de Lq est Pensemble (Q) 

O = < A — / uj pour x\ y • • • , Xg-i G £ > . 
Le fibre Le possede aussi une structure hermitienne : 

|| s ||2 = e -27r( Z -«).r 2 - 1 (z-z) | s |2_ 



4.3. Fibres spin et caracteristiques theta 

Une classe de diviseurs D de £ telle que 2D = K, ou K est la classe canonique, est appelee 
une caracteristique (theta) de X. Notons (Pic £)2 l'ensemble des diviseurs de degre zero 
tels que 2E = 0. Quels que soient L>i,Z?2 £ T, il existe un unique E G (Pic°S)2, tel que 
D 1 = D 2 + E. Comme de plus (Pic E) 2 = (JacS) 2 = (Z/2Z) 2 9, il suit |t| = 2 2 9. 

Dans le langage des fibres, pour parler de caracteristique, on utilise la notion de fibre spin. 
Un fibre spin L est une racine carre du fibre canonique, i.e. L 2 = K. II n'y a pas de fibre 
spin privilegie. Clairement, degL = g — 1. 

Les deux isomorphismes suivants font le lien entre les caracteristiques et les fonctions theta : 

- l'application qui a D G T associe le lieu des points I{x\ + • • • + — D) dans C g /A r 
pour tout xi, ■ ■ ■ ,x g -i £ S, est un isomorphisme entre T et les translations du diviseur 
qui sont symetriques, i.e. les z + tels que z + = — (z + 0) ; 

- l'application qui associe a une caracteristique (!) 5 = (S',5") le lieu des points tels 
que i?[<5](2i|t) = dans C 9 /A T est un isomorphisme entre ^Z 2ff /Z 29 et les translates de 
symetriques. 

Si Dq est la caracteristique qui est envoyee par le premier isomorphisme sur lui-meme, le 
vecteur des constantes de Riemann est : A = I(Dq + (g — 1)xq). Alors que A depend a la fois 
du point base et de la base d'homologie, la caracteristique Dq ne depend pas du point base. 
II y a done un fibre spin privilegie a condition de choisir une base d'homologie. 

Un calcul direct montre que $[<5] est soit paire soit impaire : 

0[S\(-z\t) = (-1) 45 ' 5 " $[5}(z\t). 

On dira d'une caracteristique qu'elle est paire (resp. impaire) si 4 5' 5" est paire (resp. im- 
paire) partitionnant ainsi T en caracteristiques impaires T_ et caracteristiques paires T+. 
Pour les fibres spin, on definit de maniere equivalente : L G T est paire (impaire) si dim H°(L) 
l'est. Pour les dimensions, on a 

|T I = 2 g -\2 9 - 1), |T+| = 2 9 -\2 9 + 1). 



*Ici on parle de diviseur d'un fibre en droites au-dessus d'une variete complexe et non plus d'une surface 
de Riemann. 
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4.4. Fonction theta de Jacobi 

On suppose ici que g = 1. Les quatre fonctions theta de Jacobi $i, i?2j $3> $4 sont les 
fonctions theta de Riemann de caracteristiques respectives (5, 5), (^jO), (0? 2) e * (0j0)s so ^ 
toutes les fonctions theta de caracteristiques G |Z. Dans cette section, nous utilisons 

exclusivement Sous forme developpee, on a 

^( z ) = -j^(-l)* e -(«+|) 2 +-(^i). 

La fonction -d\ est analytique, impaire, de zeros Z + rZ, verifie l'equation de la chaleur 
e?|$i =A-Kid T "9\ et se transforme comme : $i(z+l) = — et #i(z+t) = — e _7n ( T + 2z ) #i(z). 
On peut obtenir #1 sous forme produit par l'intermediaire du denominateur de Weyl-Kac pour 
le groupe SU2 : 

+00 

■&i{z) = |n(}«7 3 ,r) = 2g 1 / 8 sinM - q e )(l - q l e 2 ™){l - q e e~ 2mz ) 

1=1 

pour q = e 2mT . 

La fonction theta de Jacobi permet de montrer quelques relations utiles sur le denominateur 
de Weyl-Kac pour G general. On regarde n(-u, r) comme une fonction des u a = ct(u), a £ A+. 
Pour les premieres derivees, on a 

Il- 1 d v jIl(u,T)=J2<x(h j ) P (u a ), (7) 

car n _1 5 Ua II(u,r) = p(u a) pour p — i?j / t?i . Pour les derivees secondes, on se rappelle que II 
satisfait une equation du type de la chaleur, de laquelle on peut deduire 

4yri g y n~ 1 a T n(u, T ) = it 1 A„n(u, r) 

= ^ tr (a 2 ) p'(u a ) + ^2 tr («/3) p(u a ) p{up), 

a>0 a,(3>0 (8) 

= 5 V ((d-3r)m + E T (Ua) ) 

oil 771 = —g (0)/i?j_(0), d = dimG et r = rangC La deuxieme egalite utilise l'equation (|7|). 
Pour obtenir la troisieme equation, on calcule d'abord ft'l/fix en z et r/i par passage a la limite 
en 0, puis on compare avec 4-7ri g v II _1 <9 r II(u, r) calcule directement. Au passage, on obtient 

"6^1 = f (0)=vr 2 (24^-^-1). 

rji est une constante standard de la theorie des fonctions elliptiques. Si £ est, par definition, 
donnee par ('(z) = —p(z) alors 2rji = ((z + 1) — ((z) = ((1/2). On montre que r/i = 
— g (0)/ 1?^ (0) . Notons egalement les relations suivantes : = 2n\z + p(z) et — p(z) = 
2rji + p'(z). Dans la litterature, on trouve plutot 
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On a les transformations : p(y + 1) = p(y) et p(y + r) = p(y) — 2ni. Les developpements de 
p en y = nous seront aussi utiles 

p(y) = - + + ... , p\y) =-^-2r/i + --- . 

y y 

La fraction suivante 

presente de bonnes proprietes : P x (y + l) = P x (y) et P x {y + r) = e~ 2mx P x (y). De plus, P x (y) 
est analytique sauf en y = oil son residu vaut un. Precisement, on montre les developpements 
en y = suivants 



P x (y) = - + p{x) + ■■■ , p'M = —~2 + \ ^0*0 + m + 
y y l 1 v\ 



§5. Etats de Chern-Simons spheriques 

Sur la sphere de Riemann, j^ 01 = { h = h~ 1 dh, h E W } forme un ouvert dense dans j^ 01 
— c'est la strate semi-stable. D'apres l'invariance globale (|j), un etat ^ de CS est entierement 
determine par sa valeur en zero : 

^(h-'dh) = e kS ^ ® h(^y R ] *(0). (9) 

En reprenant cette equation avec h constante, on constate que ^(0) est un tenseur invariant 
sous Taction diagonale de G, i.e. ^(0) 6 V\ ■ On obtient ainsi un plongement 

W(CP\^R)^V X G , 

en envoyant un etat \& sur ^(0). En particulier, W^P 1 ,^,R) est de dimension finie. On 
peut voir que ^ defini sur jz/q 1 par la relation (]9|) pour tous ^(O) G V X G est holomorphe (au 
sens de Frechet). L'espace des etats de CS est done le sous-espace de V X G forme de telles 
fonctionnelles s'etendant holomorphiquement sur tout stf m . Les conditions algebriques que 
Ton doit imposer sur ^(0) pour assurer l'existence du prolongement sont les regies de fusion. 
Pour les etudier, on a besoin d'un peu plus d'information sur 

On peut toujours ecrire localement un champ sous la forme 

^01 = iK^hi, sur D, 
} h 2 1 dli2, sur D' . 

Le produit hih^ 1 est un element du groupe des lacets LG C ; c'est aussi un 1-cocycle de 
fonction de transitions d'un G c -fibre holomorphe. L'orbite du champ nul correspond au fibre 
trivial. D'apres le theoreme de Birkhoff [ |125|] , pour tout element g € LG C , il existe g v 6 Q v , 
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le reseau des coracines de g, et deux application g±, g 2 holomorphes respectivement sur D et 
D', telles que, sur le cercle S , on ait 



9(z) = 9i(z)e q 



In z 



92{Z) 



II y a unicite de g v modulo Taction du groupe de Weyl. Les lacets pour lesquels g v = forment 
un ouvert dense et la strate de codimension 1 correspond a q v = V , la coracine de la racine 
la plus grande <\>. L'enonce geometrique (84] du theoreme de Birkhoff est : tout fibre vectoriel 
holomorphe sur CP 1 est isomorphe a L ai © • • • © L a ™ — L etant un fibre holomorphe — la 
sequence d'entiers (ai,-- - ,a n ) etant unique a permutation pres. On continue la discussion 
uniquement pour le groupe G = SU2. Tout SL,2-fibre principal holomorphe au-dessus de CP 1 
est une somme directe L © L _1 , ou L est un fibre en droites holomorphe. En d'autres termes, 
si n designe le degre de L, les fonctions de transition d'un SL2-fibre principal holomorphe 
au-dessus de CP 1 sont de la forme 

/ z n 
z~ r 



Les orbites dans 



peuvent done etre enumerees par les entiers \n\. On les note 



L'orbite dense est &q. L'ensemble des G n forme une stratification de car 



est un sous-ensemble ouvert de 



et ff, 



U ff H 

|n|<no 



\ ^ no est une sous-variete fermee de 



codimension 2riQ — 1 dans ^ no . D'apres le theoreme de Hartogs [83], si $ est holomorphe 



sur ^ no , elle s'etend en une application holomorphe sur ^ no +i des que la codimension de 
^no+i \ ^n es ^ superieure ou egale a deux. C'est toujours le cas sauf si no = 1. Par induction, 
il suffit done de montrer que \F est holomorphe sur a tt\ = G\ pour obtenir une application 
holomorphe sur tout 



Dans p9| , il est construit une famille analytique de champs a un parametre C 3 t 
A® 1 G ^q intersectant transversalement G\ a t = 0. Precisement, A® 1 est donne par 



01 




A 



ou go est une fonction < ^°° a valeurs dans SL2 qui, autour de l'equateur, vaut 

z- 1 N 



go 







Si t = 0, Aq 1 est dans la strate de codimension un. Par contre, si t 7^ 0, le champ A® 1 est dans 
l'orbite dense car il peut se mettre sous la forme h^~ 1 dht, avec 

(\ t- 1 z\ 



h. 



t 

-t z 



1 



-1 



-1 



1 







go 



tz 



-1 



sur D, 
sur D' , 
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fonction c to 00 sur CP 1 a valeurs dans SL2. Une fonctionnelle ^ s'etend holomorphiquement 
sur ^1 si, et seulement si, 

est holomorphe en t = 0. Pour expliciter completement cette propriete, on utilise la representation 
(coherente |123|1 ) de spin j de SL2, c.-a-d. les polynomes P de degre ^ 2j, de variable u, sur 
lesquels SL2 agit par 

Les generateurs (infinitesimaux) de SL2 sont 

t) = \{v 2 -l)d v -jv, 

t 2 j = Uv 2 + i)d v -ijv, (10) 



3 2 

Le produit scalaire rendant Taction de SU2 unitaire est donne par 



t 3 = -v 8 V + j. 



||p M 2_2i+l / \P(v)\ 2 , 2 
1111 7T _/ c (i+|„|2)iy+a u y - 

Les tenseurs invariants dans Paction diagonale de SL2 sont alors les polynomes en v = (vp), 
de degre ^ ji en V£, et tels que 

p(^n ( »,+^p((^ 

Notons que P est un polynome homogene de degre |j| = Ylthi invariant par translation. 

Commengons par supposer que tous les points d'insertion sont dans D. D'apres l'invariance 
globale des etats f, ona 

^(Af) = e kS{ht) P(v + jO = t~ b - 1 e kSiht) P(£ + tv) 

ou P represente ^(O). Partant de l'equation (2.|3|), on peut montrer que e kS ( ht ^ ~ t k quand 
t 1 — ^ 0. L'application t 1— > ^(A^ 1 ) est done holomorphe en zero si, et seulement si, P(£ + tv) 
s'annule a l'ordre \j\ — k — 1 en t. L'espace ^(CP 1 ,^,!?) est invariant par transformation de 
Mobius — le groupe d'automorphismes de CP 1 — done, les points d'insertion etant deux a 
deux distincts, la restriction de depart £1 E D n'est pas importante. La condition d'annulation 
est egalement invariante par transformation de Mobius. Par contre le raisonnement ne marche 
que si les points d'insertion sont differents de l'infini. Ainsi, si aucun des points d'insertion 
n'est a l'infini, 

W{CP\t,j_) = [P E ^ SUa I D^P(Q = 0, |n| ^ |j| - k - l} (11) 

ou D- = n e d%e, n = (n e ) et |n| = ^2 e n e . 

Si un des points d'insertion est a l'infini, par exemple £1 = 00, on deduit le resultat de 
la configuration precedente. Supposons que les autres points d'insertion sont non-nuls. On 
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peut se ramener a l'etude pour la sequence C, avec Ci = et Q = — ^ 1 ^ oo, puisque 
W(CP\§_,i) = W(CP\(,f). On sait que t~$ e kS( - ht ^ P(( + tv) est regulier en zero si, et 
seulement si, 

D^P(Q = pour \n\^\i\-k-l. 
Pour obtenir un critere portant sur les derivees en (0,^2, ■ ■ ■ ,€n), on utilise 



D^P\ C = D^I[^P((^ 



m ! 



(2ji-ni) 

#1 



(12) 



Par consequent, la condition cherchee est : D— P(0, ^ 5 ' • • >£iv) = 0j pour |n| + 2(ji — n\) ^ 
|j| — k — 1. La restriction £g ^ 0, £ ^ 1, n'est pas importante car l'espace est invariant 
par translation, cette remarque s'appliquant aussi a la condition trouvee. Ainsi, les calculs 
precedents conduisent a la description suivante de l'espace des etats de CS 

W(CP\tj_) = \PeV j s ^ | mP(p,S 2 ,.~ ,Cjv) = 0, |n|+20i-ni)<|j|-fc-l) 

(13) 

si £i = oo. De ces resultats, on peut extraire W{CP X , £, j) = {o} si un des spins est > k/2. On 
peut toujours supposer que ji > fc/2 et £i = oo. Comme P est un polynome homogene de degre 
\j\, les derivees D^P sont nulles pour |n| > \j\. D'autre part, si n\ = 2ji et \n\ ^ |j|, on a 
d'apres l'equation (|l~3|) D—P(0, ^2> • " " > Cat) = 0. Par consequent d^P est identiquement nulle 
en = 0. Vu l'equation (|l2|), cela entraine que P est nulle en u\ = 0. Comme P est invariant 
par translation il suit P = 0. Ainsi, on a la regie d' exclusion suivante : W{CP l = {0} 
si un des spins est > k/2, i.e. si une des representations Ri n'est pas integrable ; on verra que 
les fonctions de Green sont automatiquement nulles (cf. equation (|2l|)). Ce resultat s'accorde 
avec la construction de l'espace des etats de la section 1.8. 

De ce qui precede, on deduit les espaces explicites pour deux et trois points d'insertion. Les 
espaces WiflP 1 ne doivent pas dependre des points d'insertion a cause de l'invariance 
de Mobius. Pour deux points d'insertion, on a Vj SV ' 2 = C(u± — U2) k , si j\ = ji = k/2, et {0} 
sinon. Ainsi 

'K- SU2 , si j l= j 2 = k/2, 



^(CP 1 ;Ci,6;ii,i 2 ) 




smon. 



Pour trois points d'insertion, l'espace des tenseurs invariants est Cjj'i j% j'3} si j'12, J13, j'23 sont 
des entiers non-negatifs et zero sinon. On a note \j1j2j3} les polynomes de Clebsch-Gordan : 

{il h h} = (Ul - U 2 ) n2 {Ui - Us) 313 (« 2 - U3) J2:i , Oh ji2 = J1 + i2 - J3, J13 = il - h + J3 et 

J23 = -ii +32 +h- II suit 

" SU2 , ^jl+k+h < k, 



^(CP 1 ;6,6,6;ii,i2,j 3 ) 




smon. 



Dans la section 2.1.2, on a remarque que la racine la plus grande definit un plongement de 
st2 dans g c et de SU2 dans G. On peut alors decomposer V\ via Taction de SU2 (cf. la section 
1.5) 

j 
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Un tenseur invariant pour G Test en particulier pour SU2, done 

^A G C0(®M^)®y, SU2 . 

i 

Pour trouver quels sont les etats de CS parmi ces tenseurs, il suffit de recommencer l'etude 
precedente en regardant la famille a un parametre t 1— > A® 1 oil les champs sont vus comme 
prenant leurs valeurs dans g c . II suit 

WiCP 1 ; £; R) = V± G n ( ( ® ® W{CP l ; £; i)) . (14) 

i 

Ainsi, chaque composante de doit correspondre a un etat de CS pour SU2 [[73, 76]. A l'aide 
du cas SU2, on obtient la meme regie d'exclusion : l'espace des etats de CS est reduit a zero 
si une des representations n'est pas integrable. 



§6. Etats de Chern-Simons elliptiques 

En genre un, on peut utiliser E T = C/(Z + rZ) pour representer X. II n'y a pas de strates 
de codimension 1, done il suffit de regarder la strate semi-stable £&g S . L'analyse de la strate 
semi-stable requiert une stratification plus fine de stf^ . Les details peuvent etre trouves 
. Dans chaque orbite, il existe une connexion plate |8f|, i.e. il existe h G W c 
telle que A = h A soit plate. Remarquons qu'il n'y a pas unicite de A. Regardons le transport 
parallele 7 de A : 

7(a?) = Pe^ A 

qui est une application du revetement universel de S dans G . On peut toujours conjuguer 
l'holonomie, cette operation donnant un fibre isomorphe au fibre initial. Le groupe fonda- 
mental etant engendre par deux elements commutants, l'holonomie est donnee par une paire 
de matrices commutantes (71,72) telles que 7(2 + 1) = 7(2)71 et 7(2 + r) = 7(2)72- Les 
champs A 01 sont done de la forme (7/1) _1 9(7/1), cette representation etant unique modulo la 
multiplication a gauche de 7/1 par un element constant de Sf . 

Si on peut conjuguer simultanement les deux matrices 7, a un element de T c , on peut se 
ramener a 71 = e -27 ™* et 72 = e _27r * e , avec $,6 £ t c . On utilise la liberte laissee dans le 
choix de A pour prendre 7' 7 avec 7' = e 2nl ® z . L'holonomie est alors donnee par 71 = 1 et 
72 = e _27rm , avec u = O — t<I? G t c . Pour le champ plat, on utilise 

A u = A™ + A° u 1 = ^(dz-dz). 

Introduisons les applications 

h = ^( v ~z-vz)/t2 ^ 

Les h v sont dans 5f c si elles sont monovaluees, ce qui n'arrive que pour v G Q y + tQ v . En 
tous les cas, on a hv A^} = A^} +v . Si u P v +rP v , les seules transformations de jauge reliant 
les A^ 1 sont h = wh v oil v G Q v + tQ v et w G W, le groupe de Weyl. L'ensemble de ces 
champs forment une strate jz/q 1 ouverte dense dans sfgj- et done dans £/ 01 . Cette section 



dans y, 68 
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mise a part, on s'interesse surtout a la strate . Notons que A^ 1 s'ecrit aussi j u l d^ u avec 
7„ la fonction multivaluee, donnee par 

lu = e -™{z-z)/T 2j 7u ( z + l) = lu {z), Ju(z + r) = e - 2 ™ 7u (z). (15) 

Presque tous les champs de jauge sont done de la forme 

A 01 = ^Af = ( lu h)- l d{ lu h) 

avec u a = a(u) G" Z + rZ, quel que soit a G A. On verifie que la seule ambigui'te restante 
reside dans la multiplication a gauche par une transformation de jauge constante a valeurs 
dans le sous-groupe de Cartan T c . Si u G P v + rP v , on obtient des strates disjointes de 
codimension > 1. Si les matrices de l'holonomie ne sont pas conjugables simultanement a T c , 
les strates sont de codimension ^ 1. 

A tout etat de CS, on associe une application holomorphe 7 : t — * V\ definie par 

7 (n) = e -^l«l 2 /(2r2) ^ ( e -»MW^ *(^° X ) 

ou \u\ 2 = tru 2 . Au niveau de 7, les conditions assurant que ^ est un etat de CS sont 

7(n + g v )=7()i), si q v G Q v , (16.a) 

= ^/^ 7 (u), si/iGt, (16. c) 



j(wuw 1 ) = ®w Re j(u), si ui G N(T), (16. d) 



^e 2 ™*t(e a ) R Y 7 (u + tp v ) = 6(f), (17) 



et 



pour tout a G A, p y G Q v avec a(p v ) = 1, it tel que u a = m + ts pour m, s G Z, p = 
1, 2, • • • et 1 1 ^ 0. Les equations (16.a,b,d) sont la traduction de Taction de W xi (Q v + tQ v ). 
L'equation (16. c) reflete l'ambigui'te de notre parametrisation. Elle dit aussi que 7 est dans 
V A T . La der niere equation assure la possibility d'etendre 7 aux strates de codimension 1. Pour 
G = SU2, elles sont explicitement donnees dans Particle [41, eq. (4.10)]. 



Sans points d'insertion, les etats de CS sont done obtenus a partir des applications 7 
holomorphes satisfaisant les equations (16.a-b). Une base de solutions est fournie par les 
caracteres X\( u i T ) de l'algebre de Kac-Moody affine Lg c . En particulier, la dimension de 
W{E T , 0, 0) est egale au nombre de poids dominants integrables de niveau k. 



§7. Etats de Chern-Simons en genre superieur 

La situation en genre g ^ 2 est nettement plus difficile. On ne regarde que le cas G = SU2 
sans points d'insertion. On s'interesse done aux fibres vectoriels holomorphes E de rang 2 et de 



92 



Etats de Chern-Simons 



determinant trivial. L 'etude necessite une certaine familiarite avec le langage des extensions 
de fibres |, voir aussi ||, M - 



Soient E' et E" deux fibres vectoriels holomorphes au-dessus de E. Une extension de 
par E 1 est un fibre vectoriel holomorphe E au-dessus de £ tel que la suite — > i?' — > 
E 1 — ► i£" — > soit exacte. Deux extensions de E" par £" sont equivalentes s'il existe une 
application g : E ^ F telle que le diagramme suivant 

^ E' ^ E ^ E" ^ 
-> -> F -» E" -» 



soit commutatif. En vertu du lemme des cinq [131], g est necessairement un isomorphisme. 
On dit qu'une sequence —* £" — » £/' — ► est triviale (« split))) si l'une des trois 

conditions suivantes est remplie : (1) p admet un inverse a droite, (2) i admet un inverse a 
gauche, (3) la sequence est equivalente a — » E' — > E' © E" — > E 1 " — ► 0. Si <5 est Papplication 
qui envoie H°(H.om(E" , E")) dans i/ 1 (Hom(£" / , £>')), l'image de l'identite par 5 est appelee la 
classe d'extension, notee 5(E). On obtient alors une correspondance bijective entre l'ensemble 
des classes d'equivalence d'extensions de E" par E' et H 1 (Rom(E",E')). En particulier, si £ 
est un fibre en droites, E' = £~ 1 , E" = £, alors les extensions sont enumerees par H 1 ^ 2 ). 
D'apres le theoreme de Riemann-Roch, 

dimF 1 ^ 2 ) = 5-1 + 2 deg^ 

si deg£ > 0. 

On fixe une bonne fois pour toutes un fibre en droites holomorphe L de degre g. On suppose 



que L(—x) ^ K. D'apres le lemme 5.5 de | 115 |, si E est un fibre vectoriel holomorphe de rang 



2 et de determinant trivial, il existe x E £ tel que H°(Hom(L(— x) , E)) ^ 0. Notons <p un 
tel homomorphisme. Soient x±, ■ ■ ■ ,x r les zeros de 4>, comptes avec leurs multiplicite, alors 4> 
induit un plongement de L(— x — x\ — ■ • ■— x r ) _1 dans E. Notons X r = x+x\ + - ■ -+x r . Tout en 
dualisant, E devient une extension de L(—X r ) par son dual L(— X r )~ l . On a degL(— X r ) = 
g — 1 — r. Si on suppose en plus que E est stable, necessairement ^ r < g — 1. 

Soit ££ r une famille (L(—X r )) de fibres holomorphes en droites. C'est un fibre holomorphe 
en droites au-dessus de S r+1 x £ ([]), dont la restriction a pr^ l ({x, x±, ■ ■ ■ , x r }) est isomorphe 
a L(—X r ), c.-a-d. 

»S^r L — L\ — X r ). 

' \{x,Xi,--- , X r ] X E V ' ' 

II n'y a pas unicite de la famille. On peut prendre pr\(M) J£ r pour tout fibre holomorphe 
en droites M au-dessus de S r+1 . D'une certaine maniere, on souhaite construire une famille 
de H l (L(—X r )). L'objet mathematique qui resout le probleme est X image directe. Posons 
W r = ^pru^jT 2 ), la premiere image directe de J£~ 2 par pr\. C'est un fibre vectoriel 
holomorphe au-dessus de £ r+1 de fibre H X (L(— X r )~ 2 ) au-dessus de 

R 1 pr u (^' r r 2 )\ ( =R\^~\ ^\^H l (L(-X r y 2 ) 

v ' ' \ {x, xi , ■ ■ ■ , x r } v ' I {x, xi, ■ ■ ■ , Xj.\ X E 7 v v ' 7 

qui est de dimension 2>g — 3 — 2r. Par PW r , on entend le meme fibre mais avec PH 1 (L(—x)~ 2 ). 
La dimension totale de FW r est 3g — 3 — r. Pour G = SU2, la dimension de l'espace des 



est le produit cartesien symetrise. On note pr\ la projection sur le premier facteur pour le fibre Jz? r - 



7. Etats de Chern-Simons en genre superieur 



93 



modules est 3g — 3. Generiquement, 



0, i.e. E est (a isomorphisme pres) une extension 



de L(—x) par L(— x) . On sait alors (loc. cit.) que le sous-espace de PWo constitue des 
points correspondant a des fibres stables est un revetement ramifie a 2g feuillets d'un sous- 



espace dense de jV s . On verra deux constructions pour S£q. L'une est due a Bertram |24| , 



voir aussi 1 139 ] , 1' autre est due a Gawedzki [67]. Bien entendu, c'est la deuxieme qui est 
importante pour nous puisqu'elle associe aux points de PWo un champ de jauge, c.-a-d. une 
decoupe s : PWo *— ► £^ 01 , rencontrant 2g fois une orbite generique. 

Fixons un point xo de £ et une base normalisee de formes holomorphes (cf. section 3.5). 
On note Lq = L(—xq). Definissons une (0, l)-forme a x par 



A) 



Par construction, a x depend du relevement x de x a £. Notons L x le fibre en droites 
topologiquement equivalent a Lq muni de la structure holomorphe donnee par l'operateur 
8l x = d + a x . Les fibres L x pour des relevements du meme point de S sont tous isomorphes 
a L(—x) (0). On considere ensuite le fibre S x Lq au-dessus de S x E muni de la structure 
holomorphe induite par l'operateur 5 + d, ou d est la derivee dans la direction triviale de S. 
On note le fibre precedent obtenu en tordant la structure holomorphe par 5 + d + a x . On 
a 



{5} X S 



L x — 



L( 



Pour obtenir un fibre au-dessus de £ x S, on releve Taction du groupe fondamental a Jzfo- 

Soit p £ TTi = 7Ti(S). 

(x,£ y ) i — ► (px^cpiy)- 1 ^) 

ou ly est un element de la fibre L x au-dessus de y G £ et c p est la fonction monovaluee sur 
S donnee par 



2-7ri Im 



9p(y) 



L'action preserve la structure holomorphe, i.e. si s est une_section holomorphe de J2?o au-dessus 
de (x,y), c p (y)~ 1 s(p~ 1 x,y) Vest aussi. En quotientant J2?o par Paction de 7Ti, on obtient un 
fibre holomorphe en droites J£q au-dessus de S x E, realisant ainsi explicitement la famille 
(L(-x)). 

Soit Wq la premiere image directe de J£q~ 2 par la premiere projection. On peut egalement 
realiser Wq par une construction «Dolbeaut», en considerant le quotient du fibre trivial £ x 
S 0,1 {Lq ) par le sous-fibre dont la fibre au-dessus de {a;} x £ est 3 l -2T(Lq ), ou d L -2 = d — 



^o-x — c'est juste l'isomorphisme entre if 1 (L a , 2 ) 
Wq par l'action du groupe fondamental. 



et fl§i(L- 2 ) 



Pour obtenir la decoupe s, on introduit un isomorphisme 
trivial £ x C 2 : 



On obtient Wq en quotientant 
*f°° entre L 1 © Lq et le fibre 



U : L 



o 



Lq 



£ x 



Le fibre 



x) est isomorphe au fibre trivial E xC 2 muni de la structure holomorphe d + a x 
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On note E le fibre topologiquement equivalent a L 1 © Lq muni de la structure holomorphe 
induite par 

-a x b 
cu. 



9 + Bl] b , B x ] b 



oil 6 G £ G,1 (L Q 2 ). Le fibre E est une extension de L x par L x x . L'operateur d + A x 1 b , avec 

definit la structure holomorphe sur le fibre trivial induite via l'isomorphisme U par la structure 
holomorphe de E. Soit c une constante non-nulle ou c = c p . Pour v E r(L^" 2 ), on pose 

__ / c _1 cv 
9c,v - y c 

Cette derniere est une section ff 00 de Aut(Lg 1 © Lo). La transformation de jauge B x \ \— > 
9c < v B x 1 b qui en suit preserve la forme du champ tout en changeant ses composantes par 

o-x l— > o-x + c e?c, 6 ^ c 2 (6 + (<9 — 2aa;)v). 
Quant aux champs A° xb ils sont relies par la transformation de jauge 

h c ,v = Ug^U- 1 G (18) 

En particulier, pour c = c p , a x devient a px . Avec c constante non-nulle, on ne change pas a x 
et la classe de b dans Pi/ 1 (L~ 2 ). La classe de b decrit les fibres E de rang 2 et de determinant 
trivial, extensions de L x , associes a l'orbite de A x 1 b . En choisissant x dans un domaine fon- 

damental de £ et un representant b dans chaque classe de fH l {L x 2 ), on obtient la decoupe 
s : PW -> ^ 01 . 

Choisissons une structure hermitienne sur Lq. Elle induit une structure hermitienne sur 
Lq 1 © Lq et une connexion metrique V. On peut supposer que l'isomorphisme U transporte 
la metrique sur Lq 1 © Lq vers la structure hermitienne standard sur SxC 2 . La connexion 
metrique sur E xC 2 induite par U est alors 



UVU- 1 = V + f/V 10 ^" 1 + UdU' 1 = V + A 



o 



ou d est l'operateur anti-holomorphe pour L 1 © Lq. La connexion Aq est unitaire. 
On associe a tout etat de CS une application holomorphe ip 



& [ti Ai°AA°\ 

ip(x,b) = e E ^(A 



x,b) 



avec x G S et 6 G <f 01 (-LQ 2 ). Seule la normalisation de ^ depend du choix de la structure 
hermitienne sur Lq et du choix de U ]67| App. F]. La fonction \17 est entierement determinee 
par ifi, puisque les orbites des A° xb forment un sous-espace dense de £/ 01 . Par transformation 
de jauge sur A x 1 b , on obtient des contraintes sur ip. Prenant h C)V comme dans l'equation (18), 
successivement avec h v = hi tV , h c = h Ci o, c £ C*, et h Cp = h Cp ,o, on trouve 

^(x, b+(8- 2a x )v) = e kS ^> A »+ A l\) ^( ajj ft), 

i>(x,c 2 b) = e kS M° +A *J^(x,b), 

^x,clb)=e kSih ^ 0+A °^^(x,b). 
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En calculant explicitement les facteurs, on trouve que les fonctions ip doivent se transformer 
comme 

i/t(x, Xb+(d- 2a x )v) = \ k ^- l ^(x, b), (19.a) 
ip(px, c 2 p b) = fi(p, x) u(c p ) k ip(x, b) (19.b) 

ou, si Fq est la forme de courbure de la connexion metrique sur Lq, cn,bj est une base 
symplectique canonique, T2 est la partie imaginaire de la matrice des periodes normalisee, W a 
est l'holonomie de la connexion metrique sur Lq suivant le cycle a, on a pose 

i r ^ , JL- —IT- f k C~ X dc ^- f C~ X dc 

v{c) = e* f^W^^ W b 2 ; K > ), 

i=l 

*( Ip*) ^ ( I P w) +^ ( f p 57) ( J «) 

fi(p, x) = e *o . 

Geometriquement, les proprietes (19.a-b) disent que ip est une section holomorphe de la k-ieme 
puissance d'un fibre holomorphe en droites DET au-dessus de FWq : 

DET = w*[L 2 K&{-x Q ) 2 ^-^) Hf(Wo) 1 - 9 

ou w est la projection associee au fibre PWo et Hf(Wo) est le fibre de Hopf au-dessus de 
¥Wq ([]). Le diagramme suivant « resume » le contenu de la section. 

DET fc 

i> 

FW 



s 

On a note DET ce fibre car il est isomorphe au quotient par tt\ du fibre determinant de la 
famille d'operateurs d + B^} b sur Lq 1 © Lq. On a done construit un plongement \& 1— > ^ de 
>T(£,0,0) dans H°(DET k ). Ce dernier espace etant de dimension finie, l'espace des etats de 
CS Test aussi. Pour le cas avec points d'insertion, on se reportera a Particle p|] . 



Comme on l'a deja dit il n'y a pas unicite de Jz?o et Wq. Dans les articles |24|, [L39|] , les 
auteurs proposent une autre realisation, avec laquelle on peut identifier l'espace des etats de 
CS. Leur famille est plus naturelle, mais moins explicite. On pose 

^=pr* 2 (L)(-A) 

oil A est la diagonale. Clairement, Jzf ' est une famille (L(—x)). Le passage entre Jz?o et J2? ' 
est explicite par 

Ceci permet [139] de trouver la dimension de ^(£,0,0), leur resultat s'accordant avec celui 



de Verlinde. Pour plus de details, on consultera avec avantage [37, section 4] 



* Si V est un espace vectoriel sur C de dimension finie. La puissance n-ieme du fibre (tautologique) de 
Hopf est V* x C modulo la relation d'equivalence (v,z) ~ (Au, \~™z) pour A £ C*. On obtient done un fibre 
au-dessus de PV = V* /C* . 
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Etats de Chern-Simons 



§8. Formule de Verlinde 



La formule de Verlinde |142| 1 donne la dimension de l'espace des etats de CS W(Y,,£,R). 
Bien que ce dernier depende de la structure complexe de X et des points d'insertion, sa 
dimension N(g) R ne devrait pas en dependre (la dependance de niveau k est sous-entendue 
dans la notation). L'affirmation en question est : l'ensemble des etats de CS devrait former 
un fibre vectoriel holomorphe 2B g ,/j au-dessus de l'espace des modules ^ 9i n des surfaces 
de Riemann de genre g avec N points marques. Avec le langage utilise dans la section 7, 
on definit un fibre vectoriel holomorphe Jz? au-dessus de l'espace des modules des G -fibres 
holomorphes et des surfaces de Riemann avec des points. Les sections holomorphes de sur 
la sous-variete a surface de Riemann et points fixes donnent les etats de CS. Le fibre de 
Friedan-Shenker est alors le fibre 2H g ,/j = R°pr Mg N J£ au-dessus de ^? g ,N — cf. chapitre 
4 pour une plus ample discussion. Avec notre definition de l'espace des etats de CS, pour 
G = SU2, ceci est demontre rigoureusement dans les articles 6£] pour le genre zero et [41] 



pour le genre un. En fait, les resultats de [69] entrainent par recurrence |126j ] la formule de 
Verlinde en genre quelconque, toujours pour le groupe SLV Deja N{g) R ne depend pas de 
l'ordre dans R, et ajouter ou enlever la representation triviale ne modifie pas la dimension. 

pour monter ou descendre les indices de N. On note N R la 



r,r' 



On utilise N R] R < = 5 Ry R > = N 
dimension en genre zero. 

Pour £ = CP 1 , on a vu que l'espace des etats de CS est un sous-espace de V R donne par 
l'equation (|j~4|). Dans la limite k 1— > 00, c'est tout V R . Notons 00 N R la dimension de V R . 
On peut calculer °°N R a partir de la theorie des representations de G. L'ingredient principal 
est l'anneau des representations introduit dans la section 1.1.2 et la formule d'integration de 
Weyl. On trouve 



>N R = |t/(27rQ v 



t/27rQ v /W 



oil X\ e est le caractere de la representation Ri, dans R, de plus haut poids A^. 

Pour obtenir la formule de Verlinde, c.-a-d. comprendre ce qui se passe avec k fini, on 



doit faire appel au principe de factorisation du a Friedan et Shenker [55]. On commence 
par etendre le fibre 2U 9 ,_r a la compactification ^# 9i at de l'espace des modules [29, |10Cf| . Cette 



compactification autorise a prendre des surfaces singulieres en des points doubles (ordinaires). 
Pour obtenir un point double, on peut sur une surface lisse reduire a un point (double) un 
cycle de deux manieres differentes : 





Figure 2. — Compactification de l'espace des modules I 
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Figure 3. — Compactification de l'espace des modules II 

En enlevant les points doubles, dans le premier cas, on obtient deux surfaces £' et S" 
de genre g\ et <?2 avec g\ + g 2 = g et marquees respectivement par (£',£o) et (£",£oo) avec 
= dans le second cas, on obtient une surface £' de genre <? — 1 avec deux points 
marques en plus £o>£oo- Le principe de factorisation affirme que 

R 

intcgrablc 

ou bien sur (R',R!') = R, et 

w{n,i,m= ^(^(£,£ ,£oo), 

i? 

intcgrable 

Ce principe a ete montre, dans le contexte present, en genre zero et un (loc. cit.) pour certains 
cas. En admettant sa validite, on a les relations de recurrence suivantes 

N{g) R = Y, N( gi ) (E ,, R) N(g 2 ) R E „, 

r 

91+92=9 

JV(s)* = X>(0-l)V*)- 

R 

Pour trouver N R , on n'utilise plus l'anneau des representations, mais sa contrepartie : Vanneau 
de fusion. Sans entrer dans les details, l'anneau K(G) a pour constantes de structure les 
entiers °°N pour trois representations et l'anneau de fusion utilise plutot les entiers N. 

Si R est une representation integrable de niveau k, on pose R = 2ir(\f> + p)/(k + g y ). On 
montre alors que 

N E =\P^/(k + g^\' 1 Y n^(^)|n(^)| 2 . 

R I 

intcgrable 

En genre superieur, on deduit la formule de Verlinde par recurrence et 

N(9)r= Yl N ~(m',r) 

R' 

intcgrablcs 

ou R! est une sequence de g representations integrables. II suit 

N(g) R = \pV/(k + gV)QV\- 1+ ° £ fix^R^R)^. 

r e 

intcgrablc 
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Etats de Chern-Simons 



La quantite d'articles sur le sujet est proportionnelle a l'interet qu'il a suscite : [28, 



11C] pour 



les theories conformes rationnelles, [[L7], [75| pour l'anneau de fusion, par exemple [45] pour un 



traitement rigoureux du point de vue de la geometrie algebrique, [147] pour la theorie de CS 
et 1 140 1 pour une preuve du principe de factorisation. En physique, la formule de Verlinde est 
ecrite souvent un peu differemment. Ecrivons-la pour G = SLV On introduit la matrice S 
donnant la transformation modulaire r \—* — 1/r des caracteres de Kac-Moody affines : 



3 \l k+2 S111 k+2 



On a alors la formule a trois points 



32,33 — E ^ Ji^ h/ ^ 0' 

2j=0 



forme sous laquelle la formule de Verlinde apparut pour la premiere fois ] 142 [ . Par recurrence, 
on trouve 

N(g)n,-j N = E (^o) 2M U(S* h /Si ). 
2j=o e 

Sans points d'insertion, on trouve 



dim #-(£,0,0) = N{g) = {^) 9 ^ ( sin 

2j=0 



7r(2j+l )^2-2g 
k+2 



y 



le resultat confirme dans 139] par des considerations sur les espaces de modules jV . 



§9. Factorisation holomorphe 

On note £ une sequence de N points sur S et R une sequence de N representations 
irreductibles de G. Chaque espace de representation V\ t peut etre muni d'un produit scalaire 
hermitien canonique, ainsi V\ = ®iYx l herite d'un produit scalaire note (.,.). On definit un 
produit scalaire (formel) sur I'espace des etats de CS W(Yi,£,R) : 

(*(A 01 ),*'(A m ))e£f trAl ° AA01 DA (20) 

ou D A est une mesure de Lebesgue formelle sur I'espace 80 des connexions unitaires. 

On a vu qu'une propriete importante de I'espace des etats de CS est qu'il est de dimension 
finie ; ce resultat a des consequences tres importantes pour le modele de WZNW. Formelle- 
ment, les fonctions de Green modifiees sont analytiques en A 10 et en A 01 . En plus, d'apres 
l'equation (|2|), pour tout v G V\, T(A)v verifie la contrainte requise pour qu'une fonction- 
nelle de A 01 — a A 10 fixe — soit un etat de CS. Soit une base de I'espace W(T,,^,R). 
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La constatation precedente nous permet d'afnrmer que les fonctions de Green modifiees se 
decomposent comme suit 

f (A) = Y, T P (^4 10 ) ® * P (A 01 ) G F A ® F A = (g) End(y A J 
ou T p (^ 10 ) G F A ^ 

Au cours du precedent chapitre, on a vu que les fonctions de Green sont invariantes par 
une transformation PCT. Si on ne tient pas compte du changement de structure complexe, 
on a done 

r(A)t = f (-At). 



En consequence, grace a l'independance lineaire des les T p (— (A 10 )t) sont aussi des etats 
de CS. II existe done une matrice hermitienne h telle que 

f (A) = h pq ^(-04 10 )t) ® * P (A 01 ) . (21) 

II est important de noter que le choix de la base est fait pour £ et J fixes. L 'equation (21) est 
la factorisation holomorphe de la dependance de T(A) pour le champ de jauge A. 

Pour fixer la matrice h, on peut proceder par manipulations fonctionnelles [148]. Soit B un 
champ de jauge unitaire auxiliare. On s'interesse a la quantite suivante : 

j T(B 10 + A m )T(A 10 + B m )e^-f tiBl ° AB01 DB. 

Commengons par remplacer les fonctions de Green par des integrales fonctionnelles : 



avee 



-feS( 5 i,B 10 +.4 01 ) ~kS(g 2 ,A W +B 01 ) || JtrB 10 AB 01 



e "V- 1 ' ' e ; e 2 " 

= e ~k S( 91 )-k S(aa) e -f / tr { } i% 1 - I Ai 01 +i 1 »A <fe ^jb} 

L'integrale sur I? est gaussienne. Elle est done calculable. On obtient 

J ®{9i92m) Rt e~ kS ^- kS ^e-£ I^{ 9 xd 9 ^AA^+A^A 9 ^a 92 } 

e -f JtT( 92 d 9 ^+ 92 A^ 9 ^)A( 9 ^d 91+9 ^A^ 91 ) ^ ^ 

= / ^(5i52)fe)K f e- fcS ^^^eil/ trAl0 ^ 01 J D 5lJ D 52 . 

Pour obtenir la derniere egalite, on utilise Pinvariance de la mesure de Haar (formelle). On 
trouve ainsi la fonction de Green modifiee T(A). 
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Reprenons l'integrale de depart, mais remplagons cette fois les fonctions de Green par leurs 
expressions en fonction d'une base des etats de CS : 

m rs * s (-(A 10 )t) ( [ (y q (B 01 ),y r (B 01 )e£f tlBl ° AB01 DB) ®^ P (A 01 ) 

p,q,r,s ^ ' 

= hPm qr h rs * s (-(A 10 )t) ® %(A 01 ) 

p,q,r,s 

oil H pq = (^pj^g). La comparaison des deux resultats nous donne hHh = h. Si on suppose 
que la matrice h est inversible, on obtient l'equation 

h pq = {H- l Y q . (22) 

On peut reecrire ce resultat independamment du choix de la base Soit e(A 01 ) l'appli- 
cation devaluation : W(Y,,£,R) 3 * i — ► ^(A 01 ) G V\. On peut identifier e(A m ) avec un 
element de W(Y,,£,FQ* <8> V\, note "f(^,R, A 01 ). On appellera 7 la fonction de Green chi- 
rale. Etant donne une base de on a 

v 

oil ty p * est une base de W(E,£,R)*. On obtient alors : 

f(^) = <7(i,«,-(^ 10 ) t ),7(i,«,^° 1 )> 

ou (., .) est le produit scalaire sur £,R)*, induit par le produit scalaire sur >^(S, £,R) 

defini par @ et on a h pq = ($> q *, ^ p *}.~ 



§10. Modele de WZNW hyperbolique 



D'apres ce qui precede, il suffit de calculer le produit scalaire des etats de CS pour obtenir 
les fonctions de Green du modele de WZNW, c.-a-d. 



Pill 2 



J \^(B 01 )\ 2 e-^^^ B °^ AB01 DB. 



On commence par etudier la situation en genre ^ 2 [65, 66, j37[]. Les genres zero [44, |62|, 68] 
et un E|, |68|] seront traites separement. On effectue le changement de variables 



B 



01 



A w (n) 



oil n 1 — > A 01 (n) est la decoupe de l'espace des champs de jauge evoquee auparavant, qui choisit 
localement un champ de jauge dans chaque orbite, et n est un parametre sur l'espace des 
modules ,jY s . Pour G = SU2, c'est Papplication (x, b) 1— > A° 6 construite dans la section 7. Pour 
simplifier un peu les notations, on utilise A m pour A 01 (n). La fonction h est unique. Au niveau 
infinitesimal, cela signifie que d^oi n'a pas de modes zero. Une telle manipulation restera 
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formelle mais sera particulierement soignee. On espere ainsi arriver a des integrates gaussiennes 
(toujours de dimension infinie) qu'on sait alors parfaitement definir. On decompose l'integrale 
en une integrale sur & c et une integrale sur l'espace des modules J2/ 01 /^ C . Ainsi, 



WW 



j(h,n)Dh \[d 2 n a 



ou Dh est la mesure de Haar formelle sur G c et j(h,n) est le Jacobien du changement de 
variables. Pour une variation infinitesimale de h et de n, on a 

5B 01 = 5{ h ~A 10 (n)) = h ^ d A oi (h-^h) + h- 1 {d na A m 5n a ) h 

ou h 1 d A oi = Ad^-ic^oiAd/j. On munit l'espace £/ 01 de la norme naturelle L 2 , c.-a-d. 



:y tr(A 01 )t A yl 



Grace au produit scalaire ( | ) induit par cette norme, on peut decomposer ss"' en une somme 
d'espaces orthogonaux : g/ 01 = F&F- 1 -, F etant Im ( h d A oi). Soit 4> une (1, 0)-forme a valeurs 
dans q c telle que 

tr</> A h-1 34oiA = 



pour toute fonction A lisse sur E prenant ses valeurs dans g c . Apres integration par parties, 
on constate que c'est completement equivalent a dire que <p est un mode zero de h D, ou D 
est l'operateur d+ L4 01 ,.]+ - - [.,.]+ est l'anticommutateur — agissant sur les (l,0)-formes 
sur E a valeurs dans £| c pour donner une 2-forme sur E a valeurs dans g c . On a encore 
h D = Ad h -iD Adft. De la, on voit qu'une base de F 1 - est donnee par les vecteurs (h~ l (f) a hy, 
pour ((f) a ) une base du noyau de D. Les <p a dependent du parametre n, comme D. On peut 
assimiler ceux-ci a des elements de l'espace cotangent a l'espace des modules. On suppose que 
les 4> a varient holomorphiquement avec n. La derivee holomorphe du changement de variables 
est de la forme 

S^A^jn)) = f h -% i ■■■ \ <- h-Hh 

5{h,n) V (h^dncA^h^J <- <5n a 

ou la partie «_L)> est la projection de h~ 1 d n aA 01 h sur F^, i.e. 

(h- 1 d n aA 01 h) 1 - = Y^{h~ V 7 fr) f (A _1 ) 7/3 ({hr V/3 /i) t | <9„aA 01 /i> 

ou A 7j a = ((fr" 1 ^, | {hr 1 ^^ On obtient sans probleme 

{h' 1 d n cA 01 h) 1 - =iJ2(h- 1 (f> 1 h) 1; (A- 1 )^ / tr A d„ QJ 4 01 , 

A(/i/i t ,n) 7/3 =i y tv (hfJy 1 ^ A hrf fy. 
Le Jacobien du changement de variables est done 

2 



S( h "k 10 (n)) 



<9(/i, n) 



det ((* ^oi) 1 " h 1 a^oi ) det {{h' 1 d n «A m h)^ (h" 1 d n «A m h) 1 -) 



= det(( /l l d AO i)^ h 1 d A n) detA(W,n) -1 det ( ^ tr ^ A d n a,4 01 ) 
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Etats de Chern-Simons 



Dans ce produit, le determinant det (( h 1 d^oi)^ h doit etre regularise, par exemple on 

peut utiliser une regularisation zeta [128]. On extrait la dependance en/ia l'aide de l'anomalie 
chirale (Q) : 

det^^'^oi)^" 1 ^!) det Aihh^ny 1 = e 2gV s{hht > A) det' (d j A01 dA<») detA(l,n)- 1 

oil A est le champ de jauge complet — (^4 01 )^ + A 01 . On note A(n) la matrice A(l,n). D'autre 
part, de l'invariance globale des etats de CS on tire 

|*( h "k 10 )| 2 e^ /trrVojtA"-^" = (v & (A O1 ),0(Mt)(^)-^(A O1 )>e-t/tr(AOi)tAAOi +fcS (h/ l t,A)_ 

En fin de compte, apres le changement de variables B m \— > h A 01 (n), le produit scalaire est 
II^H 2 = J {M,(A 01 ),®(htf)(t e )- R l V(A 01 )) e"S I^VAA^ e (k + 2 g ns(h^,A) 

det'(^Joi^ioi) detA(n)" 1 det ( j tr^A^A 01 ) 2 D{hh ] ) \\d 2 n a . (23) 

Dans l'integrande h n'intervient que sous la forme hh'. On peut done reduire l'integration 
sur h en une integration sur hh* qui prend ses valeurs dans l'espace symetrique G /G non- 
compact. La mesure D{hh)) est done le produit local des mesures G c -invariantes sur G /G. 
Ce n'est pas etonnant car au debut, on integre sur les champs de jauge unitaires. Ceci ne 
fait que refleter l'invariance initiale du produit scalaire. II apparait que le produit scalaire 
est exprime par une integrate fonctionnelle sur un modele de WZNW pour le groupe G /G, 
de niveau — (k + 2g y ), et par la fonction de partition des fantomes. Si G = SU2, le quotient 
SL2/SU2 est l'espace hyperbolique tridimensionnel . Pour cette raison, on appelle modele 
de WZNW hyperbolique le modele base sur G c /G. 



Genre zero 

Sur la sphere de Riemann, l'orbite du champ nul est dense, done generiquement on peut 
trouver h € 5f c tel que 

A 01 = hr x dh. 
Pour une variation infinitesimale de h, on a 

SA 01 = d h ^ h (h- 1 6h). 

La parametrisation en question n'est pas univoque. II reste la liberte de multiplier a gauche 
h par un champ constant h$ G G c . Une autre maniere de dire est : l'operateur d h -ig h a des 
modes zero. En effet, le noyau de \-i7jh = Ad fc -i d Adh est engendre par les vecteurs h~ l t a h. 
Pour resoudre l'ambiguite de la parametrisation, on multiplie l'integrale du produit scalaire 
par 1 = J <5(/i(£o)) dh(£o), pour un point £0 de CP 1 . 

Il*li 2 = / e-fe S^Hh-^h)^ah mmj{h)Dh 



* Cette formule meriterait a elle seule une longue discussion. II s'agit de calculer l'anomalie chirale a 
partir du theoreme de Riemann-Roch-Grothendieck-Quillen pour le fibre determinant DET d*oi de la famille 
d'opera teurs d A oi muni de la metrique de Quillen. On trouve une explication detaillee dans |57| (cf. aussi M, 



124|). 
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Le Jacobien du changement de variables est |)8], App. C] 

j(h) = const. det'(dl_ ldh d h ^ m ) / det a ^J tr hhU a (hrf)-H b d 2 



Le symbole « const. » designe une constante tampon ne dependant que de G qu'on peut ab- 
sorber dans la forme volume. Grace a l'anomalie chirale, on peut extraire la dependance en 
h. Ainsi, 

j(h) = const, e 2 



3 2 3 v 5(Mt) / det' (-A) N~ dimG 



Apres le changement de variables, le produit scalaire en geometrie spherique est done 

||*|| 2 = const. (^^y dimG J (*(0),®(W»t)( 6 )-ltBr( )> 

e (k+29 v )S(hhi) 5 ( hh t^ D ( h rf^ 

Genre un 

En genre un, presque tous les champs de jauge sont dans l'orbite de A^ 1 = irudz/rz, u etant 
dans un domaine fondamental de t c \P v +rP v pour Paction de W x {Q w +tQ w ). II y a encore 
une ambigui'te residant dans la multiplication a gauche de h par un champ constant h$ dans le 
sous-groupe de Cartan T c . Encore une fois, cela se voit sur l'operateur d^oi qui a des modes 
zero. On comprend a posteriori pourquoi on doit traiter les genres et 1 separement. Pour 
resoudre l'ambigui'te, on utilise la decomposition d'lwasawa de G . pour tout h e G c , il 
existe une seule maniere d'ecrire h sous la forme 



h = e T, a >o v <* e °> Q<P/ 2 



fl 



avec g dans le groupe compact G, gg^ = 1, v a G C et ip G t. On pose n = e v , v = Yl v a e a et 
b = ne* 5 / 2 . On controle la liberte de /i(£o)> en fixant <p(£o). Le produit scalaire est 



IM| 2 = J (^C^J.fC^tetf ^(^e-S/t'W^S 1 

e kS{hh\A u ) n) s(cp^ )) D{hh ] ) d 2r u 
oil le Jacobien est (apres l'anomalie chirale pour extraire la dependance en h) 

j(h, u) = const. r 2 - 2r e 2 ^ s ( hh ^ A -) det' (d A oi d A oi). 
On montre en plus |68| que 

det' {d[oid A ^) = const. r 2 2r e^ V|u - ut|2/T2 |n(u,r)| 4 
ou II est le denominateur de Weyl-Kac. On amene tous ces resultats dans l'integrale et 

||*|| 2 = const. J (M/K 1 ), VQtfmtf ^ 

e (k+2 9 -) S(hrt,A u ) e ^V| M _ M t|2 /T2 | n( ^ r) |4 6 ^ q)) D ^ d 2r u _ ( 25 ) 
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Etats de Chern-Simons 



§11. Representation en gaz de Coulomb 

Pour le moment, rien ne nous per met d'affirmer que le changement de variables conduit a des 
integrables plus faciles a traiter. Bien sur, c'est le cas. En parametrisant h par l'intermediaire 
de la decomposition d'lwasawa, on tombe sur des integrates gaussiennes. Pour le cas le plus 
simple G = SU2, on l'imagine tres facilement vu la forme de Paction 

SQitf) = [ d(p Ad(p — J- [ e~ 2v dv A dv 



2it I ^ ^ 2 7T 

pour 



1 v\ (tfl 2 



h= [p l){0 e-^) 9 

avec wGC,yGRet(j£ SU2. Maintenant, on continue l'etude en groupe general uniquement 
pour les genres et 1. On n'aborde pas le dernier cas connu : genre ^ 2, G = SU2. Au 
passage, c'est le seul cas ou on a construit une decoupe explicite de l'espace des modules en 
genre superieur. Les references les plus abouties sur le calcul du produit scalaire sont 



pour le genre zero, [43] pour le genre un — les deux articles traitant le groupe quelconque 



avec points d'insertion — et [65, S7| pour le genre superieur, dans ce dernier cas uniquement 
pour SU2. Dans les nouvelles coordonnees, la mesure invariante D(hh^) est 

r 

D(fcfct) = Y[dp> 11 d 2 (e-^ /2 v a ) 

j=l a>0 

oil ip 1 = tr (ph? et ip a = a(<p). 

En genre zero, Taction de WZNW dans les coordonnees d'lwasawa devient : 

S(Mi!) = ~ J tr dip A dip -± J tre v (n _1 <9n)t A n~ v dn 

avec, en plus, (/i/i^) -1 = (ne^n^) -1 . Pour le moment, on a done 

|||*|||| 2 = const. (^^^l)" dimG | <m<|(fie*nt)(6)-i¥(o)) 



e 4 T 



(26) 



En genre un, le calcul est pratiquement identique. On montre App. B] qu'il est toujours 
possible de definir une action de WZNW pour des champs tordus. La formule de Polyakov- 
Wiegmann jaugee reste valable. Ainsi, bien que 7^ soit multivalued (cf. equation (jl^)), on 
peut quand meme ecrire 

S(hh\A u ) = S( lu bbht)-S(wt). 

Pour calculer ces deux actions, on introduit les fonctions intermediaries 

n u = lunj-\ n u {z + r) = e~ 2 ™ n u (z) e 2mu , 

Vu = V + Xu + xl , ^ u {z+r) = e~ 2niu ^ u {z) e 2 ™ 1 
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oil Xu = — ttu(z — z)/t 2 . Dans ces coordonnees, on a jubb^jt = n u e' pu nt l . La formule de 
Polyakov-Wiegmann (2Q) reste valable pour des champs tordus uniquement dans la direction 
r par 

gi(z + r) = agi(z)b, g 2 {z + r) = b~ 1 g 2 (z)c. 

Par consequent, 

S(i u bbhl) = S(n u ) + S(nl) + S(e^) - F(n u ,e^ n t) - r(e<^,4). 

Le dernier terme est nul car e^-Lni pour la forme de Killing. On montre (loc. cit.) que 

S(n u ) = S(nl) = et 

S(e^) = -^ ( tvdifuAdifu. 
On trouve alors que, dans les coordonnees d'lwasawa, Paction de WZNW est donnee par 

S(hh\A u ) = -i j tr dip A 8^ - ± J tr e^ (n^dnje'^ A n^ 1 ^. 

Pour la mesure invar iante, comme on a 



n u = e^->o < e " ou < = e -*(z-^ a /T2 Vai 



il suit 



Z^t) = Y[ V II d 2 (e- a ^"( 2 »/ 2 ^(z)). 

z 

On change ensuite la fonction ^(A^ 1 ) en la fonction holomorphe 7 : t c — ► Va : 

A la fin, on trouve 

l^ll 2 = const. | < 7 ( U ),<8 (n u e^nt) ( ^)-i 7 ( u) ) e -M^ /tr9 ^ 



|n(n,r)| 4 %(e )) U d2 ( e ~ aMZ))/2 <^) d 

j = l a>0 



' 2r u. 



Pour rendre les integrates quadratiques, on utilise de nouvelles variables (r] a )a>o definies 
par 



1 dn = ^2 l dr] a e a . (27) 



n 

a>0 



Le changement de variables (v a ) 1— > (r/ a ), pour le genre zero, ou (u^) 1— > (ry a ), pour le genre 
un, est clairement explique dans les articles originaux. On utilise alors un «truc» qui per- 



met d'inverser la relation (27). Ainsi, n u est obtenu en fonction des r\ a par l'intermediaire 



d'integrales en y s sur les fonctions de Green de l'operateur d, eventuellement tordu. On integre 
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alors sur les rj a . On appelle l'integrale residuelle sur les (p J une representation en gaz de 
Coulomb. On utilise cette terminologie a cause de la ressemblance avec la representation en 
integrale fonctionnelle des poids de Boltzmann pour un gaz de Coulomb. Dans ce langage, on 
a des charges externes aux points des charges d'ecran aux points y s , et une charge a l'infini 
en £o- Apres integration sur les (p> , on tombe enfin sur des integrates de dimension finie. 

Si Ai, • • • ,Xn est la sequence de plus hauts poids, on note (A| = <8>^(A^|, a une sequence 
(0:1,1, • • • , ai t Kn ®2,i, , o n,Kn ) = ("l, ■ ■ ■ , &k) de K = ^2 £ Kg racines simples telles que 

K N 

8 = 1 1=1 

et y = (yi,i,--- ,yi,Ki,<X2,i, ,Vn,k n ) = (yi,--- ,Vk) une sequence de K points sur S. 
Deux sequences a de racines simples ne different que par une permutation a G 6r- On 
introduit la constante k = k + g y . 

En genre zero, le produit scalaire est 

K 



11*11 



= const. I \e-^ s(O) ^y)(G^(z,y),^(0)) | 2 f[ d 2 y s 

J s=l 



avec 



S(°\z,y) = ^tr(A^A^) ln(^ - z v ) - ^tr(A<;Q s ) ln(^ - y s ) + ^ tr(a s ay) ln(y s - y s 

£<£' i,s s<s' 



mais aussi 



' ' ' e (aa) i}Ke 111 

K (jg & K 

prenant ses valeurs dans l'espace dual a V\, et 

F K ( Z v ) = J- TT — - - 

£L\-iy_i 1 1 z£-j/£,i Vi,i-yi,2 ye,K e -i~yi,K e ' 



En genre un, on obtient une expression tout a fait semblable 



||*||| 2 = const. r 2 r/2 / e 2 -2 



- |u>— w\ z 



K 



« 5<1) (r '-'^ ( G W (r, «, 1, y) , > d 2r u [] d 2 y 



s=l 



avec = n(u, t)~/(u), IT etant le denominateur de Weyl-Kac, et 



w 



N K 
1=1 s=l 



La fonction est holomorphe et multivalued en r, et y s , la fonction G^ 1 ) est holomorphe 
multivalued et prend ses valeurs dans l'espace dual a V\. Explicitement, on a 

S {1) (r, z, y) = E tr (^V)^i(^ - Zff) - ^tr(A|a s )i?i(zf - y s ) + ^ tr(a s ay) #i(y s - y s /) 

€<^' £,s s<s' 



11. Representation en gaz de Coulomb 



107 



avec 0i (*) =i?i(z)/^' 1 (0), 



,<TU 

{t,u,z, ay)(X\ (g>(e 



(ca)^i 



• • e 



ou 



x "•- p a AK ,( U )(y^-i 



ou P x {y) est la fonction definie dans la section 4.4. Les fonctions sont multivaluees separement, 
mais mises ensemble, on obtient un integrand monovalue. 

Le probleme de la convergence de ces integrales reste ouvert. II a ete montre dans un certain 
nombre de cas 42, ^] et il a ete conjecture pour le cas general [61] que le produit scalane 
converge si, et seulement si, on le calcule sur des etats de CS qui satisfont les regies de fusion. 



Chapitre 4 



Systemes de Hitchin 
Connexion de Knizhnik-Zamolodchikov-Bernard 



§1. Geometrie symplectique 

Comme references sur le sujet, j 'utilise les ouvrages |, pM] et Particle p§ 



1.1. Structure symplectique 

Une variete de Poisson est une variete M eventuellement de dimension infinie — par 
commodite, on utilise la categorie reelle mais l'expose reste valable dans la categorie com- 
plexe — munie d'un crochet de Poisson, c.-a-d. d'une application bilineaire antisymetrique 
{., .} sur l'espace c € ca (M) verifiant la regie de Leibniz et l'identite de Jacobi : 

1) Wi,<P2} = -{^2,^1} (antisymetrie) ; 

2) {ip, ipi(p 2 } = {ip, tpi} ¥>2 + ViW, ¥2} (regie de Leibniz) ; 

3 ) {<Pi,{ ( P2i<P3}} + { i P2,{ i P3,<Pi}} + { l P3,{ l Pl, t P2}} = G (identite de Jacobi). 

Le tenseur de Poisson J G A 2 TM est defini par {ip, ip} = J (dip A dip). On considere aussi 
l'application J : T*M — > TM telle que (J '(dip) , dip) = {ip,ip} avec des notations evidentes. 
Deux fonctions (p,ip £ ^°°(M) sont dites en involution si leur crochet de Poisson est nul. 
Une feuille symplectique est une sous-variete maximale de M sur laquelle toute fonction 
ip en involution avec tous les G C &°°(M) est constante. 

Une variete symplectique M est une variete — de dimension paire si M est de di- 
mension finie — munie d'une 2-forme u fermee (dw = 0) et non-degeneree, appelee forme 
symplectique. On dit que oj est non-degeneree si l'application A : TM — > T*M definie 
par tu(v,w) = (w,X(v)) est inversible. On note J son inverse. Une variete symplectique est 
toujours une variete de Poisson avec 

{ip,iP} = (J(dip),diP)=uj(J(d^)J(dip)). 

Une feuille symplectique d'une variete de Poisson M possede une structure symplectique na- 
turelle telle que son crochet de Poisson coincide avec la restriction du crochet de Poisson de 
M. Si ip G ^ , °°(M), son champ de vecteurs hamiltonien est v v = J (dip), soit dip = i(v v )u>. 
Plus generalement, on dit qu'un champ de vecteurs v est hamiltonien (resp. canonique) 
si i(v)u est exacte (resp. fermee). Lorsque v est hamiltonien, une fonction H v G < if <x> (M), 
telle que dH v = i(v)uj, est appelee un Hamiltonien associe a v. Soit 3L(M) l'algebre de 
Lie des champs de vecteurs sur M, munie du crochet de Lie [., .] defini par le commuta- 
teur. L'application v : ^°°(M) — > %(M) qui envoie une fonction sur son champ de vecteurs 
hamiltonien est un homomorphisme d'algebres de Lie. 
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1.2. Dual d'une algebre de Lie 

Soit G un groupe de Lie et g son algebre de Lie identified avec T e G. L'action du groupe G 
sur lui-meme (h i— > ghg~ 1 ) induit une action naturelle de G sur g, Taction adjointe Ad, et, 



par transposition, Taction coadjointe Ad* sur g*. Les generateurs infinitesimaux (cf. p. 110) 
de ces deux actions sont Taction adjointe ad de g sur g et Taction coadjointe ad* de g sur g* . 
Ann de rendre les choses plus explicites, posons L g : h t— ► gh la translation a gauche par g et 
Rg • h i — ^ hg la translation a droite par g. Si A, Y G g, £ G g*, 

Ad g X = T e (R g -iL g ) A, ad x Y = [X,Y], 

(Y,Ad* g = (Ad rl y,o, <*>d*^) = -([A,y],o. 

Pour simplifier, on note 

Ad g X = gXg-\ Ad* g £ = g^g' 1 , ad* x £ = [X,S]. 

Les orbites coadjointes 6 possedent une structure naturelle de variete symplectique. Soit 
£ pris dans Torbite G. On note G^ le groupe d'isotropie de £ et g^ son algebre de Lie : 

G t = {geG\gtg- 1 =t) et g 5 = {A G fl | [A, £] = 0}. 

L'orbite ^ est naturellement isomorphe au quotient G/G^, d'ou = g/g^. La forme bili- 
neaire antisymetrique sur g 

^(A,y) = ([A,y],o = -(y,[A,e]) 

descend bien sur g/g^ car u%(X, .) = equivaut a A G g^. L 'application S, u>^ definit une 
2-forme sur 0. Utilisant Tidentite de Jacobi, on verifie ensuite que u est fermee. 

Le dual d'une algebre de Lie est un exemple de variete qui n'est pas symplectique mais qui 
admet une structure de Poisson. Soient ip, if) G ^°°(g*) et £ G g*, le crochet de Lie-Poisson 

est 

ou on a identifie une differentielle d<p en un point £ avec une fonction lineaire sur g*, i.e. un 
element de g** ^ g. Si (t a ) est une base de g, [t a ,t b ] = if abc t c , les fonctions £ a = (t a , .) sur g* 
forment un systeme de coordonnees sur g*. On obtient 



dtp dip 

WW 

Les feuilles symplectiques de (g*,{.,.} LP ) sont les orbites coadjointes. 



a,b,c 



§2. Moments 

Soit (M,uj) une variete symplectique, {.,.} le crochet de Poisson associe, G un groupe de 
Lie d'algebre de Lie g. Le groupe G agit sur M par <& : G x M 3 (g, x) i— ► $((7, 2) = $ g (») G 
M. On suppose que T action est symplectique, c.-a-d. que <I> 9 est un symplectomorphisme, 
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c.-a-d. &*uj = uj pour tout g G G. L'action infinitesimale induit un homomorphisme d'algebres 
de Lie 9 : g — > 3t(M) associant a tout X G g le champ de vecteurs 



9{X) 



^exptX, 

■■ 



appele generateur infinitesimal de Paction. On verifie aisement que = #(Ad 3 X) 

et Y]) = [9(X),0(Y)]. Notons que l'image de 6 est formee de champs de vecteurs sym- 
plectiques. 

On suppose en plus que Taction est hamiltonienne c.-a-d. qu'il existe une application 
Jl : g — * < *f DO (M') factorisant 9 par l'intermediaire de v : 

. Q JL><g°°(M) -%£(Af), (1) 

soit dJl(X) = i(9{X))uj. En clair, on suppose que l'image de est formee de champs de 
vecteurs hamiltoniens. Si v factorise 9 suivant (||), il est clair que toute autre application 
factorisant 9 est de la forme ju = v + a, ou a : g — ► R est une application lineaire. On adjoint 
a Jl l'application \x : M — ► g* definie par 

(2) 

L'application est done determinee a une constante cr £ q* pres. Lorsque l'action est hamil- 
tonienne, on dit que (i est un moment pour l'action. 

On a remarque que 9 et v sont des homomorphismes d'algebres, il est done naturel de 
trouver sous quelles contraintes on peut factoriser 9 par un homomorphisme d'algebres Jl. Si 
e'est possible, on dit que V action de G est poissonnienne. Notons que Jl est un homomor- 
phisme d'algebres si, et seulement si, l'application fi : M — > q* est un morphisme de Poisson, 
c.-a-d. {(p o u, tp o fj,} = {<y9, ^} L .p. ° ^- Fixons un Jl factorisant 9. On a 

U M([X,Y]) = (t X ' y ]) = i 9 ( X )^( Y )} = i v Jl(X),Vji(Y)] = U{£(X),£(y)}. 

II existe done une application % : g x g — > R telle que 

{^(x),/i(y)} = ^([x,y]) + x (x,y). 

A partir de l'identite de Jacobi pour {., .} et de : {Jl([X,Y]),J1(Z)} = {{J1(X) ,J1(Y)} ,J1(Z)} , 
on deduit 

X ([X, Y],Z) + X ([Y, Z],X)+ X ([Z, X),Y) = 0, 

c.-a-d. x es t un 2-cocycle de Palgebre de Lie g. Si on change a en u + a alors x{X, Y) est 
remplace par x(X,Y) — a([X,Y}). L'action de G permet done de fixer x a un cobord pres, 
i.e. une action hamiltonienne determine une classe [x] dans H 2 (q,R). En effet, un cobord 
est un cocycle de la forme x(X,Y) = a([X,Y]), ou a : g — > R est une application lineaire. 
Clairement, Taction est poissonnienne si, et seulement si, [x] = 0, i.e. x es t un certain cobord 
a. L'application J1 + <r realise l'homomorphisme d'algebres desire. Cet homomorphisme n'est 
pas unique. La liberte est cette fois donnee par une application lineaire a : Q — > R telle que 
cr([X, Y}) = 0. Ainsi, une action poissonnienne determine une classe dans R). De ce qui 

precede, on constate que si ff 1 (g,R) = ^T 2 (g,R) = 0, condition realisee si g est semi-simple, 
alors l'action est poissonnienne et un moment pour l'action est unique. 
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On se propose de reformuler la notion de moment. Soient M et N deux varietes quelconques. 
Soient <& et deux actions de G sur respectivement M et N. Soit / : M — * N une application 
On dit que / est equivariante pour ces deux actions de G si, pour tout g G G, on a 
/o$ 9 = i& g of. On dit que Paction est (innnitesimalement) e-equivariante si Tfo9§ = 9^of, 
ou 0$ et #>i> sont les generateurs infinitesimaux des actions <I> et \E'. On se replace dans le cadre 
d'une action hamiltonienne factorisant 9 par un certain Jl. On va montrer le resultat suivant 

equivariance de \i ==>- e-equivariance de fi <J=^ action poissonnienne. 

La premiere implication est generale. Dans le contexte qui nous interesse, l'equivariance de \i 
dit : /io$ 9 = Ad*o^ et 1' e-equivariance dit : Tfio9(X) = ad^o//. Pour obtenir la partie "*=>-, 
on commence par deriver Pequation (||) : dJl(X).v = (X,Tu o v). On en deduit facilement 

(Y,Tuo9(X)) = -&(X),ii(Y)} = -K[X,Y]) = (Y,[X,A), 

d'ou P equivalence annoncee. En resume, etant donnee une action hamiltonienne, pour montrer 
qu'elle est poissonnienne, il suffit de trouver une application ju factorisant 9 telle que a est 
equivariante. 

Par la suite, on considere Paction du groupe £f c des transformations de jauge qui est de 
dimension infinie. On est alors surtout interesse par une application moment equivariante. 

2.1. Reduction symplectique 

Soient G un groupe de Lie, $ une action hamiltonienne de G sur une variete symplectique 
(M,uj). On se donne \x : M — ► g* un moment pour Paction, suppose equivariant. Le quotient 
9*^ = = n~ l (&)/G, appele espace des phases reduit, est correctement defini. 

Dans le cas particulier £ = 0, /x _1 (0)/G est appele le quotient de Marsden-Weinstein, 
parfois note M//G. On suppose que Paction de G et le moment sont tels que ^ est une 
variete. L'espace des phases reduit supporte une unique structure symplectique w re d telle que 

7r*w r ed = i*w (3) 

ou 7r : /i~ 1 (£) — ► est la projection canonique et i : — ► M est Pinjection naturelle. 
Soit m G / u _1 (£). Si v appartient a T m ^ -1 (£), on note v son image par Ttt. La formule (|3|) 
dit seulement u> Te( ±(v,w) = lo(v,w), pour v,w G T m/ u _1 (£). Comme 7r et T7r sont surjectives, 
Punicite de u; re d est immediate. Si £ et £' sont dans la meme orbite coadjointe alors de 
facon naturelle = SPg = fj>~ 1 (€>')/G = et cet isomorphisme preserve la structure 
symplectique. 

2.2. Espaces cotangents 

On a deja vu que tout espace cotangent M = T*N a une variete N admet une struc- 
ture symplectique canonique. Notons tt la projection canonique tt : M — * N et Ttt son 
application tangente Ttt : TM — > TN. Soient x G N et r G T*N. Si f G T T M, on pose 
c^oM = (Ttt(v), t). La 2-forme wo = dao sur M est automatiquement fermee. wo n'est 
pas degeneree. Suivant le theoreme de Darboux, toute variete symplectique de dimension 
finie est localement symplectomorphe a un fibre cotangent muni de sa structure symplectique 
canonique. 
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Soit G un groupe de Lie agissant sur N via un diffeomorphisme L'application se 
releve en un symplectomorphisme ^ g = T*<3? 9 -i : M — * M. C'est un fait beaucoup plus 
general puisque tout diffeomorphisme / : N —* N se releve en un symplectomorphisme de 
(M, wo), mieux : (T* f)*cto = «o- On a done une action symplectique de G sur M. Soient x £ N 
et r G T*N, d'ou ^(t) G m-^- En fait, Taction \l/ est hamiltonienne et l'application 
fj, : M — » g* definie par 

(X, M (r)) = -a (M*))r (|a) 

est un moment equivariant pour Paction. En effet, comme preserve la 1-forme «o et 
^exptX est un hot pour 9^(X), on a £g 9 rx) «o = 0. D'apres la formule de Cartan, dJl(X) = 
— i(6-qr(X)) daQ = i(0^,(X))uo. Ainsi u^(x) = 0*(-^O et Taction est hamiltonienne. Comme 
= T*$ s -i, on a 7r o f 3 = $ 9 o 7r et T-7T o 0^ = 0$ o tt. II suit 

/I(X)(r) = -(Tnoe*(X),T) = -{0*(X) o7r(r),r) = -(«j(X)(i),t). §b) 

L'equivariance de /U, c.-a-d. /io$ 9 = gfig" 1 , s'ecrit aussi /x(X)(^ g (r)) = Jl(g~ l Xg)(T). Or 

Pig^XgXr) = -(O^g- 1 Xg)(x),r) = -(^(X)(x),r) 

= -{(TV) M*) t> = -<0*PO o <& fl (s), (T* VOW) 

done est equivariante. En conclusion, toute action d'un groupe sur une variete se releve en 
une action hamiltonienne sur le fibre cotangent, un moment pour Paction — equivariant par 
construction — etant donne par Pequation (f|.a) ou Pequation (Q.b). 

On peut regarder la reduction symplectique de M. Soit ( G g*. Le quotient ^ 1 {£ i )/G^ 
admet une structure symplectique. En plus, on montre que 

= T*(N/Gz) 

si, et seulement si, g^ = g. 



2.3. Systemes integrables 

Suivant le contexte, on peut definir de plusieurs fagons un systeme integrable : systeme 



algebrique completement integrable [31], integrabilite par quadrature, etc... L'integrabilite 
qui nous interesse est l'integrabilite par quadrature. Les systemes integrables constituent 
le parfait exemple de Pinteraction entre physique (l3|| et mathematiques [||, vol. 4 et 16]. 
Soit (^,uj) une variete symplectique de dimension 2n. On dit qu'un systeme — ayant pour 
espace des phases ^# — est integrable si on peut resoudre ses equations du mouvement 
par quadrature, c.-a-d. par un nombre fini d'operations algebriques et de calculs integrals. 
Liouville a montre qu'il suffit de trouver n fonctions independantes (dont le Hamiltonien) en 
involution. L'enonce precis, du k Arnold Q, est le suivant : 

Theoreme (Liouville- Arnold) . — Soient n fonctions lisses /i, • • • , f n sur jM , en involu- 
tion. On suppose que les fonctions fi sont independantes sur les surfaces de niveau = 
{x G ^# | fi(x) = Xi, i = 1, • • • , n}, i.e. df i A • • • A df n / en tout point de Si est 
compacte et connexe alors 
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1) est une variete diffeomorphe a un tore de dimension n, le tore de Liouville T n ; 

2) dans un voisinage de on pent introduire des coordonnees Ii,-- ,I n ,(fi,--- ,(f n , 
^ (fi ^ 27T, appelees variables d' action- angle, telles que la forme symplectique soit de la 
forme to = Y17=l dh A d(fi- Les <fi sont des coordonnees sur T n . Les Ii sont des coordonnees 
dans la direction transverse a T n , ne dependant que des fi. On choisit pour le Hamiltonien 
H une des fi par exemple f\. Dans les coordonnees (Ii,(fi), les equations du mouvement sont 
de la forme : 

Ii = 0, (pi = {H, Li] = uJi(h, ••-,/„); 

3) un systeme integrable peut etre integre par quadrature. 

Un concept particulierement performant dans Panalyse des systemes integrables est du a 
Lax. Une paire de Lax est formee de deux fonctions L et M sur jft a valeurs dans une algebre 
de Lie q telle que la dynamique du systeme se reduit a l'equation differentielle suivante 

ou le crochet [., .] est le crochet de q. On montre facilement qu'un systeme integrable au sens 
de Liouville possede toujours une paire de Lax. Notons que, meme si elle existe, une paire de 
Lax n'est pas unique — Palgebre g peut meme changer. 

Les puissances de L satisfont egalement l'equation differentielle precedente. Ainsi, si I 
est une fonction Ad-invariante sur q, les fonctions I(L n ) sont des integrates du mouve- 
ment, i.e. sont en involution avec le Hamiltonien du systeme. Pour obtenir un systeme 
integrable, on doit trouver sumsamment de fonctions independantes en involution. On com- 
mence par supposer que L depend d'un parametre spectral A. Les quantites interessantes 
sont alors les coefficients dans le developpement en A des trL n (A). On suppose que celles-ci 
sont independantes. II faut en plus que les integrates soient en involution, i.e. 

{trL"(A),trL m (/i)} = 0. 



La seule equation de Lax ne garantit pas cette propriete. Par contre, on montre |14[ que la 
propriete d'involution des valeurs propres d'une matrice de Lax L est equivalente a l'existence 
d'une fonction sur l'espace des phases a valeurs dans q <g> g, notee r, telle que 

{Lx(A), L 2 ( M )} = [r 12 (A,/,),L 1 (A)] - [r 21 (X,u), L 2 { l i)\. 

On a utilise les notations fixees p. [2?]. En plus, ri2(A, fi) = r a b(X, fi) t a ® t b et r 2 \ est obtenue 
en echangeant les espaces 1 et 2. La encore la matrice r n'est pas unique. Ainsi, les H n (X) = 
trL n (X) sont en involution. On obtient facilement que 

{H n (X),L(a)} = [L(a),M n (X, /i)] 

ou M n (X,fi) = ntri L(A)™ -1 r 2 \{X, fi). Le cas le plus simple est celui pour lequel la matrice r 
est constante et verifie V equation de Yang-Baxter classique (EYBC) : 

[ri 2 ,r 13 ] + [r 12 ,r 23 ] + [r 32 ,r 13 ] = 0. 



II existe bien des generalisations de cette equation : EYBC modifiee, EYBC dynamique avec 
une matrice r dynamique, EYBQuantique avec une matrice R quantique, etc... 
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§3. Systemes de Hitchin 

La construction de Hitchin commence par la reduction symplectique de T*£/ 01 (de dimen- 
sion infinie) par le groupe des transformations de jauge (de dimension infinie) pour obtenir un 
espace symplectique de dimension finie, l'espace cotangent a JV S . On regarde l'espace cotan- 
gent T*j^ 01 comme l'ensemble des paires (A 01 , if 10 ), ou A 01 £ et <^ 10 est une (1, 0)-forme 
sur £ a valeurs dans q c , appelee champ de Higgs. II existe une 1-forme canonique a sur 
T*£/ 01 donnee par 

(5A 01 ,6<p w \a) = J tnp 10 A 5 A 01 

ou SA 01 represente un vecteur tangent a en A 01 et 5<p 10 est un vecteur tangent en 
ip 10 . L'espace cotangent T*g/ 01 muni de la 2-forme ft = da est un espace symplectique de 
dimension infinie. Concretement, on a 

t»! v , 1 a tfl a Jn i n\ _ j , JO , ; ,01 A . " , A 1 0J , 



(8Ai , Sipi , 5A2 , S(f2 \ty = / tr (Sipi A SA2 — Sif2 ^ ^1 )• 



On peut relever Paction <&h : A 01 1— > h A 01 de sur en une action hamiltonienne (= 
T*$ h -i) sur l'espace cotangent TV 01 par (A 01 ,ip w ) ^ ( h A 01 , h ip 10 ) ou V° = h^h' 1 (Q). 
Soit A un element de l'algebre de Lie de 5f . Le generateur infinitesimal de Paction est 
6»(A)(^ 01 ) = d\ + A m \-\A m . Par consequent, un moment fi : T¥ 01 -> (Lie^ c )* est donne 
par 

(A,M^ 01 ^ 10 )) = -WA)(^ 01 ),^ 01 ^ 10 )). 

Ainsi, on a 

(A , fi(A 01 ,ip 10 )) = - [ tip 10 A(d\ + A 01 \-\A 01 ) 



Apres integration par parties, on constate qu'un moment pour Paction de sur T*s/ Q1 est 
MJL 01 V°) = -[V° + A 01 A <p 10 + <p 10 A A 01 ]. 

Cette derniere prend ses valeurs dans l'espace des 2- formes sur £ a valeurs dans g c , i.e. dans 
le dual de l'algebre de Lie de 5f c . Par construction, le moment est equivariant vis a vis 
de Par reduction symplectique, la 2-forme Q, descend en une forme symplectique u> sur 
2? = ^~ 1 (0)/5f c . Comme un champ de Higgs tel que ^(A 01 , 99 10 ) = induit une forme lineaire 
sur j^ 01 nulle sur les vecteurs de tangents a Porbite de ?^ c , ona# = T* JV ' . Pour obtenir 
un espace des phases lisse, on doit se restreindre a la strate stable de sft\ operation toujours 
sous-entendue meme si cela n'apparait pas explicitement dans les notations. 

On peut generaliser cette construction. Soient £ une sequence de N points distincts sur £ 
et [Gi] une sequence d'orbites coadjointes dans la sous-algebre de Cartan t c . On pose 



A^ % Xe € 



* En effet, pour tout v = hSA^h' 1 , vecteur tangent a ,e/ 01 en h A 01 , on doit avoir {v, ^ h (A 01 , <p 10 )} = 
(T$ h -i(v),(A 01 ,tp 10 )). Ainsi, comme T$ h -i (SA 01 ) = h^SA^h, on a (hSA^hT 1 , ( h A"\ V°)> = 
(SA 01 , (A 01 ,tp 10 )}. On trouve immediatement V° = hip w hT x . 
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oil 8^ t est la mesure de Dirac en ^. On peut reduire symplectiquement T*g/ 01 suivant 



ou S^ C A est le sous-groupe de fixant £^ <5^ dans Taction coadjointe de 5f c . II existe une 

generalisation des notions de stabilite et semi-stab ilite a des paires de Higgs (A 01 ,ip 10 ) (Q). 
En ne considerant que des paires de Higgs stables, on obtient un espace lisse admettant 
une compactification (semi-stable). La forme descend sur la partie lisse de pour donner 
une forme symplectique ui. 

Soit p un polynome homogene sur g c , G c -invariant, de degre d p . Par exemple, pour G = 
SU2, on a un seul choix p%{X) = trX 2 . L'application T*£/ m — > T(K dp ) qui envoie un point 
(A 01 , ip w ) 6 T*srf m en la differentielle p(<p 10 ) de degre d p sur £, est constante sur les ^ - 
orbites commep est G c -invariant. Si fj,(A 01 , <p w ) = 0, alors p((p 10 ) est holomorphe. On obtient 
ainsi une application de Hitchin 

hp : -^H°(K d ?). 

Les composantes de h p sont en involution sur & — elles sont deja en involution sur T*s>/ 01 
puisqu'elles ne dependent que de if 10 . En prenant un systeme complet de polynomes invariants, 
Hitchin a montre qu'on obtient un systeme complet de Hamiltoniens en involution sur £P, 



appele systeme de Hitchin [88]. Pour les groupes matriciels, les valeurs des Hamiltoniens en 
un point de & sont codees dans la courbe spectrale ,y. La courbe spectrale est Pensemble 
des A 6 K tels que 

det (A - ip w ) = 0. 

La courbe spectrale est un revetement ramifie de X. Par exemple, pour G = GL r C, 

r 

det (\-<p 10 ) = Y^ A r " i tr AV 10 

i=l 

et 5? est un revetement ramifie a r feuillets de genre g{<y) = dim^ (= r 2 (g — 1) + 1 si 
g ^ 2). Les espaces propres i\ forment un fibre en droites holomorphe i au-dessus de 5^ . Le 
fibre I est un point dans une variete jacobienne de 5? sur laquelle les Hamiltoniens induisent 
des flots lineaires. En clair, la courbe spectrale contient l'information qui permet de trouver 
les variables d'action et la variete jacobienne contient celle qui permet de trouver les variables 
d'angle. Pour les autres groupes G c , les tores de Liouville sont des sous-varietes des varietes 
jacobiennes des courbes spectrales. 

Avec des points d'insertion sur E, on obtient de meme une application de Hitchin 

h p : (<Z P £&)) 

£ 

prenant ses valeurs dans l'espace des dp-formes meromorphes avec eventuellement des poles 
d'ordre ^ d p en ^. On obtient encore un systeme integrable sur 



La generalisation du systeme de Hitchin au cas avec points d'insertion est presentee dans JlTj , |37], |l06 , 119 



Geometriquement, une paire de Higgs tordue par L, fibre en droites de degre positif, est formee d'un fibre E 
et d'un homomorphisme ip : E — > E ® L. Un sous-fibre de Higgs est une paire de Higgs (F, ijj) telle que F est 
un sous-fibre (^-invariant de E et ip est la restriction de ip. La paire (E, <p) est stable (resp. semi-stable) si pour 
tout sous-fibre de Higgs (J,(F) < jJ,(E) (resp. fi(F) ^ n(E)). 11 existe alors un espace des modules des fibres de 
Higgs tordus par L lisse, en ne considerant que la partie stable, avec une compactification semi-stable. 
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§4. Espace des modules des surfaces de Riemann 

h 1 espace des modules ^# Si at est l'ensemble des classes d'isomorphismes d'objets (E, S) ou 
E est une surface de Riemann (compacte, connexe) de genre g et S est une sequence ordonnee 
de ./V points £1, • • • , £jv deux a deux distincts sur E. 

Soit 7r 5i iv le groupe libre engendre par les generateurs a±, - ■ ■ , a ff ,&i, • • ■ , 6 ff , ci, • • ■ , cat et la 
relation 

(JJaAa, rl ^ _1 ) c i • • - cat = 1. 

i=l 

Une surface de Riemann marquee de genre g est une classe d'equivalence de triplets (E, a, 5) 
oil a : 7r 5> Ar — > 7Ti(E\5) est un isomorphisme tel que a(cj) est proprement homotope a un lacet 
oriente positivement autour de & et si N = tel que la forme d'intersection (a(cij), a(bi)) = 
+1. Deux triplets (E, a, 5) et (E', a' , S') sont equivalents s'il existe un isomorphisme l : E — > 
E' tel que t(£j) = ^ et i*a differe de a' par un automorphisme interieur, ou t* est Papplication 
induite par i sur les groupes fondamentaux. L : espace de Teichmuller ^g t N est l'ensemble 
de toutes les surfaces de Riemann marquees de genre g. 

Le groupe modulaire T g ^ est l'ensemble des automorphismes a de TT 9t N tels que cr(cj) 
est conjugue a Cj et, si iV = 0, <r preserve l'orientation modulo les automorphismes interieurs. 
Le groupe est un sous-groupe discret des automorphismes de ^,tv agissant sur ^,at 
via (E, a, S) t— > (E, a o a, S 1 ). L'espace des modules ^ 9: n est alors le quotient de ^,jv par le 
groupe modulaire et a pour dimension 3g — 3 + N tant que 2g — 2 + N > 0. Les cas exotiques 
sont (<?,iV) = (0,0), (0,1), (0,2), (1,0) : 

— en genre zero, les automorphismes de CP 1 sont les transformations de Mobius. On peut 
done envoyer trois points sur 0, l,oo. L'espace des modules est done reduit a un point pour 
N < 3. Par contre, ^# ,4 = CP 1 \ {0, 1, oo} et ^ ,N = (CP 1 \ {0, 1, oo})^ 3 \ {diagonales}, 
si N ^ 5 ; 

- les rappels sur les courbes elliptiques montrent que ~#i ; o est egal a H/PSL2Z. L'appli- 
cation j etablit un isomorphisme entre ^#1,0 et le plan complexe C. II est facile de compactifier 
l'espace des modules. On utilise une compactification a la Alexandroff de ^#1,0, alors ^#1,0 
est la sphere de Riemann. Trivialement, = ^#i,o- 

Enfin, signalons que l'espace ^# 9j at possede une compactification naturelle : V espace des 
modules des surfaces de Riemann stables ^ 9j n, due a Knudsen-Deligne-Mumford. 
Cette presentation inspiree par celle de Mumford |112| n'est pas tres adaptee a notre travail. 



Soit E une variete bidimensionnelle (compacte, connexe, orientee, sans points marques) de 
genre g. Soient MET l'ensemble des metriques Riemanniennes sur E, WEYL le groupe des 
transformations de Weyl — c.-a-d. les application e CT 011 a £ ^°°(E,M) — Diff + l'ensemble 
des diffeomorphismes de E sur lui-meme preservant l'orientation et Diff+ o la composante 
connexe de l'identite dans Diff_|_ — e'est un sous-groupe normal de Diff + . Soit WEYL x Diff + 
le produit semi-direct oil la loi de groupe est 

(/,e ff )(/',e ff ') = (/o/'e ff ' (e ff o /')). 



Ce groupe agit sur MET par : 7 1— ► e CT (/*7). Le groupe de Weyl agissant librement sur l'espace 
des metriques, l'espace quotient CONE = MET/WEYL n'a pas de points singuliers. D'apres 
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le chapitre 2, c'est l'ensemble des classes conformes de metriques sur E, mais aussi l'ensemble 
COMPL des structures complexes sur E. Pour ce dernier, deux structures complexes J et JJ' 
sont equivalentes si, et seulement si, il existe un element / de Diff + tel que / : (E, J') — > (E, J) 
soit un automorphisme pour les structures complexes sous-jacentes. On voit facilement que 
si 7 et 7' sont des metriques compatibles avec respectivement J et 3' alors /*7 et 7' sont 
dans la meme classe conforme. Clairement, les quotients CONF/Diff + et COMPL/Diff + sont 
identiques, c'est V espace des modules 

JZ^ = MET/WEYL x Diff+. 

L'espace des modules n'est pas une variete complexe. On dit que est une «orbifold». 
En effet, l'existence d'isometries implique que Paction de Diff + sur MET n'est pas libre. Sur 
CONE ou COMPL, c'est l'existence d'automorphismes conformes qui fait que Taction n'est 
pas libre — un automorphisme conforme est un diffeomorphisme / de E tel que f*j et 7 
soient dans la meme classe conforme. Par contre, V espace de Teichmiiller 

£T S = MET/WEYL * Diff +) o (5) 

est une variete complexe des que g ^ 2. Dans ce cas, il n'y a qu'un nombre fini d'automor- 
phismes conformes 84(g — 1)) et aucun n'est dans Diff +i o. Pour pallier le petit handicap 
sur le genre, on introduit l'espace GAUSS des metriques de courbure gaussienne constante : 

'{7 G MET I K y = +1}, si g = 0, 

GAUSS = < {7 G MET I K 7 = et vol E = 1}, si g = 1, 
_{7 G MET I K y = -1}, si g ^2. 

En genre un, on introduit la condition supplementaire car, la caracteristique d'Euler etant 
nulle, on ne dispose pas de normalisation sur le volume. L'espace des metriques MET est 
un WEYL -fibre principal au-dessus de l'espace contractile CONE. Ce fibre est done triv- 
ial. Par exemple, une trivialisation associe a une classe conforme une metrique de courbure 
gaussienne egale a 1 (resp. 0, resp. —1) en genre (resp. 1, resp. ^ 2). L'existence est as- 
suree par le theoreme d'uniformisation de Riemann. Par contre on a unicite uniquement 
en genre ^ 2 et l'espace CONE se confond done avec l'espace GAUSS. Pour obtenir une 
construction «agreable» en n'importe quel genre de l'espace de Teichmiiller, on peut poser 
S'y, = GAUSS/Diff +j o. En quotientant l'espace de Teichmiiller par le groupe modulaire de 
Teichmiiller T E = Diff + /Diff +i o, on retombe sur l'espace des modules, i.e. = £^/T s . 

Pour decrire l'espace tangent a l'espace des modules ^# 9i o ; on utilise la representation 
COMPL/Diff +j o. Soit J une structure presque complexe sur E et z un systeme de coordonnees 
complexes pour J, c.-a-d. J = — i d z dz + i dz. Faisons varier la structure complexe 
J ^ I' = I + 51, ou S3 = Sv z z d z 0dz + Svl dz®dz + 5^ d z (g>dz + 8a^ d z 0dz. On a utilise le 
fait que J est vraiment la complexification d'un automorphisme du fibre tangent reel. Comme 
J 2 = —1, on a aussi 3 S3 + 533 = 0, ce qui donne 5v z z = 0. Notons Sfi = 5fi^d z (g> dz, 
done 3' = 3 + S/i + 5a. Si z' = z + Sz est un systeme de coordonnees complexes pour J', 
i.e. 3' = —id z i ® dz' + id z < ® dz' , on obtient facilement : 8p^ = — 2id z (5z). II faut encore 
determiner les variations provenant d'une reparametrisation. L'algebre de Lie de DifL^o est 
l'algebre des champs de vecteurs sur E. Par consequent, les variations dues a Paction de Diff +i o 
sont les elements de la forme Sa = d(5v), ou 5v est un (1, 0)-champ de vecteur < ^°°. Si on utilise 
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le langage de la cohomologie de Dolbeaut, on a montre que Tj^# ff) o — H^^K" 1 ) = H 1 ^^ 1 ). 
Par dualite de Serre, l'espace cotangent est isomorphe a H°(K 2 ), i.e. les formes quadratiques 
holomorphes. D'apres la formule de Riemann-Roch, 

h°(K 2 ) - h^K 2 ) = degK 2 + l- g. 

Or, degK 2 = Ag - A > 2g - 2 si g ^ 2, done h l (K 2 ) = 0. Par consequent, dim^^o = 3g - 3 
en genre ^ 2. 

Si on utilise CONF/Diff +i o> on raisonne comme suit. On choisit une metrique 7 et x = (x, y) 
un systeme de coordonnees isothermes pour 7, i.e. 7 = e a \dz\ 2 avec z = x + iy. Dans 
un autre systeme de coordonnees, 7 + £7 = e a+Sa \dz + Sfi dz\ 2 . II suit immediatement que 
Sfj, = S^fzz/^lzz- Un vecteur tangent a CONF est done un element de k m (K~ l ). II faut encore 
determiner les variations dues a Taction de Diff +i o. La variation de la metrique due a Taction 
infinitesimale de Diff +) o est 7+^7 = 7(x+5x) AU/ d(x+5xYd{y+5y) v , d'ou £7 = V )l 5v u +V u 5v ll 
avec 8v[i = 7^ 5x u et V M la connexion de Levi-Cevita de 7. On a juste montre que £7 = <£«5„7, 
ce qui est immediat quand on remarque que Talgebre de Lie de Diff +) o est Talgebre des champs 
de vecteurs sur X. On isole le terme de trace non-nulle qui peut etre absorbe par transformation 
de Weyl, ainsi £7 = div(<k>) 7 + P (Sv), ou (PX)^ = V^X U + V U X^ - (divX)j^. Ainsi, P 
envoie les champs de vecteurs sur les vecteurs tangents a Torbite de Diff +i o a 7. La variation 
de structure complexe correspondante est 5/x = (P Sv)zz/^1zz = d^5v z , si 5v = 5v z d z + 5v z d^. 
L'espace tangent a Tespace des modules est done A 01 (K~ 1 )/dT(K~ 1 ), c.-a-d. H 1 ^ -1 ). Au 
passage, on voit que le noyau de P est forme des champs de vecteurs qui engendrent les 
automorphismes conformes pour 7, appeles champs de Killing conformes. On voit facilement 
que KerP = H®(K~ l ). En genre 0, h®(K~ l ) = 3, il y a done 6 vecteurs de Killing conformes 
(reels), qui engendrent SL2. En genre 1, h°(K~ l ) = 1. Si g ^ 2, h?(K~ v ) = 0, il n'y a done 
pas de champs de Killing conformes. 

On conserve les hypotheses precedentes, mais on suppose en plus donnee une sequence S = £ 
de N points sur la surface avec N > 0. Soit Diff+ le sous-groupe des diffeomorphismes de E 
preservant Torientation et laissant S invariante point par point. Soit Diff^ la composante con- 
nexe de Tidentite dans Diff^ . Le groupe modulaire est rf = Difff /Diff£ , T espace des mod- 
ules est le quotient Jt^ = CONF/Diff^ et Tespace de Teichmiiller est = CQNF/Difff . 
On a toujours T identification ^#^f = 2?^ /r~ . Les espaces tangents et cotangents a Tespace 
des modules sont 

TJt g>N = H 1 (K~ 1 (-j:&)), T*^ giN = H (K 2 (j:^)). 

Le theoreme de Riemann-Roch donne la dimension de ^# 9i at pour 2g—2+N > : dim^# 9i jv = 
3g- 3 + N. 

On utilise aussi un troisieme espace des modules : Tespace des modules ^* N des surfaces 
de Riemann de genre g, etant donnes N points distincts £1, • • • , 6v sur £ et, en chacun de ces 
points, un 1-jet de parametre holomorphe local, centre en On identifie avec Tespace 

des structures complexes sur £ et des suites de N elements du fibre cotangent T*S se proje- 
tant sur £ en des points differents, le tout modulo Taction des diffeomorphismes preservant 
Torientation. Si (z,z) sont les coordonnees pour un J, un element du fibre cotangent est 
(£e,adz(&) + adz(^e)) et adz(&) est le 1-jet de parametre local en ^. Un vecteur tangent 
a N est un element 53 et N vecteurs Yj tangents a T*£, cette fois modulo les vecteurs 
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provenant de Paction des champs de vecteurs Sv = 5v z d z + 8v z d-g sur X. On a vu que, locale- 
ment, 51 = 5/i + 5a avec Sfj^ = — 2idz(5z), 5z etant determine modulo les 5v z holomorphes. 
On peut choisir 5a nulle au voisinage des puis utiliser la liberte holomorphe pour annuler 
les Y{. L'action du groupe des diffeomorphismes revient a supprimer les <5/x| de la forme d^5v z 
ou Sv z est un (l,0)-champ de vecteurs. On peut toujours choisir 5v z telle que 5v z / (z — zg) 2 
soit lisse au voisinage de & et, ensuite, choisir 5a telle que 5a^j (z — zg) 2 soit lisse au voisinage 
de Finalement, 

TJtl N = H^JK' 1 ( - 2 E &)) = # 1 (AT" 1 ( - 2 E &)) , = # ° (2 E &)) ■ 

En particulier, si # — 1 + iV > 0, on trouve dim^*^ = 3g — 3 + 2N. 



§5. Connexion de KZB 

A partir de l'espace des etats de Chern-Simons W(Y,,£,R) on construit un fibre vectoriel 
%8g, R au-dessus de l'espace des modules ^ 9t N des surfaces de Riemann de genre g marquees 
par N points. Ici, il s'agit d'analyser le comportement d'un etat de Chern-Simons quand on 
fait varier la structure complexe de S ainsi que les points. Formellement, la fibre au-dessus 
du point (J, £) 6 ^ 9) n est l'espace W(T,,£,R) , i.e. 

m g , E \u =Trp,z,R). 

Une section de 2U 3 ,k est une application 

* : JK g , N B (10 *(J,|, •) G • 

Un etat de Chern-Simons sera done une fonctionnelle if? (J, £, .) holomorphe de A 01 , verifiant 
l'identite de Ward (chirale) : 

* = et *(J,£,.4 01 ) = e - fcS ^ 01 ) ®M&)K,*(J>S> h_1 A 01 )- ( 6 ) 
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Jusqu'a maintenant, on a ecrit \I/ comme une fonctionnelle de ^4 01 . Dans la plupart des cas, 
on garde cette notation. Neanmoins, le fait meme de considerer A 01 sous-entend qu'on utilise 
la structure complexe. Quand on fait varier J, on doit imperativement retablir la dependance 
en A = A 10 + A 01 oil A 10 = -(A 01 )t. 

Dans la section suivante, on construit une structure holomorphe sur 2U s ,r, i.e. un operateur 
d comme defini au chapitre 3. D'autre part, le produit scalaire de Bargman sur W(T,, £,R) 
induit une structure hermitienne naturelle sur 23Jc,,_r. Le fibre 2U 9i; r devient (formellement) 
un fibre vectoriel holomorphe hermitien. 

Si E est un fibre vectoriel holomorphe, done deja muni d'une structure holomorphe, on dit 
qu'une connexion est compatible avec une structure holomorphe d si V 01 = d. Une 
structure hermitienne sur E est la donnee d'un produit hermitien ( , ) sur toute fibre 
E x de E, tel que pour tout ouvert U de X et pour toutes sections £, r] de E au-dessus de U, 
l'application U 3 x ^ (£,(x),v( x )) x G ^ es * < ^°°- Tout fibre vectoriel admet une structure 
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hermitienne. On dit qu'une connexion est compatible avec une structure hermitienne 
sur E si d(e,ry) = (V£,»/) + (£, Vr?), V^r? G r(£). 

Soit E un fibre vectoriel holomorphe hermitien. II existe une unique connexion V sur E 
compatible avec les structures hermitienne et holomorphe, appelee connexion metrique. 
La courbure de la connexion metrique est une (1, l)-forme a valeurs dans End-E 1 . 

La connexion de Knizhnik-Zamolodchikov- Bernard, notee V, est la connexion me- 
trique sur Wg.R. Ainsi, la connexion de KZB est l'unique connexion compatible avec la struc- 
ture complexe : 



Sfj, 



d 



5/Lt' 



d 



et avec la structure hermitienne : = (9*',*) + (*', V 10 *) si * et appar- 

tiennent a r(2U 9) /j) (on dira aussi que la connexion de KZB est unitaire). Cette derniere 
condition va nous permettre d'extraire et V^. La facon dont on derive la connexion 



est parallele a la demarche de Axelrod, Delia Pietra et Witten [12]. La difference majeure 



reside dans Putilisation de la geometrie complexe, comme cela a ete propose dans [61]. On 
construit la connexion de KZB par des manipulations sur les integrates fonctionnelles. En- 
suite, on utilise une decoupe de l'espace des modules s : JV i— ► g/ 01 . Ainsi, si on connait une 
decoupe explicite, on devrait etre en mesure de decrire completement la connexion de KZB. 
On fera cela explicitement en genres zero et un. On utilise le produit scalaire des etats de 
Chern-Simons dont, en general, on ne peut pas demontrer la convergence. Neanmoins, notre 
construction conduit a des expressions ne posant quant a elles aucun probleme de conver- 
gence. Une fois qu'on a obtenu le produit scalaire des etats de Chern-Simons et la connexion 
de KZB, la question la plus importante est : la connexion de KZB est-elle unitaire pour 
une structure hermitienne sur 2B g ,,R ? Notre construction est bien basee sur l'unitarite 
de la connexion mais uniquement au niveau formel. Si on admet que le produit scalaire con- 
verge pour les etats de Chern-Simons, la reponse est oui : en genre un pour G = SU2 avec un 
point d'insertion [^] — dans ce cas on montre aussi que le produit scalaire converge — et 
pour la situation generale |^|. La condition d'unitarite de la connexion revele d'interessantes 
relations avec VAnsatz de Bethe [15, 16, 



,E§ 0,11351. 



La connexion en question apparut pour la premiere fois dans un article de Knizhnik et 
Zamolodchikov [99| pour le genre zero (cf. section 2.4.8), puis elle fut obtenue en genre 
superieur par Bernard [^, 23]. Comme pour l'espace des etats de Chern-Simons, il existe 



d'autres constructions de la connexion de KZB [47, 89]. En genre un, notre connaissance de 
la connexion de KZB a ete consider ablement amelioree par les travaux |38|, |50j, 51]. En 
genre 2, van Geemen et de Jong ont trouve une formule explicite pour la connexion [72]. 
Leur approche est un peu differente puisqu'ils etudient la connexion de Hitchin [p9|] . Cette 
derniere devrait, au moins pour ce qui nous interesse, co'incider avec la connexion de KZB. 
Hitchin considere un fibre vectoriel au-dessus de l'espace de Teichmuller dont les fibres sont 
les sections globales d'une puissance du fibre determinant au-dessus de JV S . La connexion de 
Hitchin est une connexion projectivement plate sur ce fibre vectoriel. En genre 2, il n'existe 
pas de description complete de la connexion de KZB. D'autres versions de la connexion de 
KZB existent comme la « connexion » deformee gKZB [46|. 
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5.1. Structure holomorphe sur %B„ iR 



Pour simplifier, on sous-entend la dependance en J et £ de Commengons par rappeler 
quelques proprieties elementaires de la derivation fonctionnelle. Par definition, 



5* (A) = J 



Les identites 



= f &6A* M( Pz + 



l|ci 2 z. 



(5A 1 " ~ ^ 8 A J - 
_8*_ = (8#\ 10 = .5* d .5* a ^ 



.i™Ldz = -i — t a dz 



clarifient le passage entre ces trois definitions. On utilise ds^ (resp. dj^) pour la derivee 
holomorphe (resp. anti-holomorphe) dans la direction J a £ et A fixes, et d Z( (resp. d^ t ) pour 
la derivee holomorphe (resp. anti-holomorphe) dans la direction Comme la decomposition 
A = A w + A 01 depend du choix d'une structure complexe, la derivee fonctionnelle par rapport 
a A 10 ne commute pas avec les derivees dans la direction J. Effectivement, on a 



dsn, 
d 



SA 10 
8 



<V <5A 10 



% <5* 
2 JW 

i <5<J> 



2 (5A 10 



(8.a) 
(8.b) 



Montrons par exemple la premiere de ces deux egalites : 



ds/j,, 



8A 10 



, _s_ i-q 

a& Vi 8 A 2 



* — ds^ (^ SA 2 ) 5A (ds^) 2 



i 5* 

'2 M 5 " 



5fi. 



Se donner une structure holomorphe sur 2H 9 ,_r revient a definir un operateur d : r(22J 9i /j) 
A m (W g ,R). Soit * G r{W g ,R), on pose 



8?r 



01 



i01 ■ 



ou (Az e )e = ^ e (S,e)te agit sur le ^-ierne facteur de Va. Pour que cette definition ait un 
sens, il faut que l'operateur d envoie une section de 2U ffl i? en une forme de A 01 (2U 9i; r). Soit 
* € r(2U fli fl). Commengons par nous occuper de dj^^ . La dependance en A 10 est vite reglee 
puisque 



<%:>■ 



1 ^ 

2 5lTo 



+ 



<5A 10 VStt 



£ trA^A(A^S„) 



£/i = 0. 
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Si on utilise l'equation definissant d et l'identite de Ward pour l'etat 

Sans entrer dans les details, disons qu'on a besoin de deux ingredients pour mener a bien les 
calculs. La derivee de Taction par rapport a 5fi est 



djJI (kS(h,A 01 ))=d JJI (-£ / tr^-^i^A^ 1 ^)^ 

= tr (h^dh) Sjl A h^dh- ^ y tr (hdh- 1 )!^ A A 01 . 

Ann de calculer les derivees par rapport a la structure complexe de *&( h A 01 ), on doit retablir 
la dependance en A = A 10 + A 01 . Ainsi, 

*( ft "k 01 ) = *( ft k 10 + h ~ 1 A 01 ) = *( A k + h ~ X A ±=*L ) 



et 



^*rk oi )=(^*)rk oi )+ ytr^A( ft ki^)+ J^^a^-a^. 

Les deux integrates sont nulles done dj^^( h A 01 ) = (g^\1/)( a A 01 ). Si on regroupe tous ces 
resultats, on trouve l'identite de Ward pour dj^ * : 

(%*)(A 01 ) = e " fc W 1 ) VhfoU (Ojjj *)( fc "il 01 ). 

L'holomorphie de est immediate. Pour obtenir l'identite de Ward, on raisonne exacte- 

ment comme avec dj^^ : 

d^(A 01 ) = e - feS ^ 01 ) (® <e h(Hi>) Re ,) ® (h-^W&t ( t ®h(&) Rtl ) *rk 01 ) 

=e - fe 5 ( M oi ) 0M6/) ( ^*)rk 01 ). 

En resume, les composantes et V^, de la connexion de KZB sont 

V ¥ = %+^ / trA 01 A(^^), (9.a) 
= + {A- Zl ) t . (9.b) 
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5.2. Unitarite. Calcul formel de V 

Encore une fois, rappelons que les calculs sont effectues sur un plan formel. En particulier, on 
ne prete pas attention aux problemes de convergence. Pour trouver V^, on utilise l'unitarite de 
la connexion : V^*) = d^*', — (V^ SI/', SI/). Le principe est simple. On transforme 
le cote droit de l'egalite arm d'obtenir le produit scalane de SI/' avec un etat de Chern-Simons. 
Par derivation sous le signe integral du premier terme, on a 

d Sll j <*'(A), *(A)> e^ / tr Al ° A A °' L DA 

= J (((d^*')(A),*(A)) + {*'(A),(d s „*)(A)) 

+ ±. J tr A 10 A (A 10 5fi) <*'(A),*(A)>)ef i' trAl ° AA ° 1 DA. 
Si on utilise ce resultat et l'equation (9. a), on obtient 
(*',V^*) = J (<*'(A),(^*)(A)> 

+ ±.J tvA w A(A 10 6fj,) {*'(A),*(A))^e£S tTAl ° AA01 DA. 
Ensuite, on integre par parties (en A) le second terme. Pour cela, il suffit de remarquer que 

Ici, il est techniquement plus aise de travailler en coordonnees : 

(SJ/',V^SJ/) = | (*'(A),(^ + i ^tr^^^| ( i 2 z)*(A)>et/t^ 10 A^ DA _ 

On ne peut pas conclure car (ds^ + 1 J tr A z <5/£| cPz) SI/ n'est pas un etat de Chern-Simons. 
Par exemple, il n'y a pas holomorphie. On ne s'est pas trompe de methode, on s'est juste 
arrete trop tot. D'apres l'equation (8. a), c'est plutot (dg^ +i J tr A z 5^d 2 z) i $> qui est 
holomorphe. On laisse momentanement ce terme de cote et on integre par parties une seconde 
fois le terme residuel : 

(*', V^*) = J {*'(A),(d Slt + i J^rA z ^5^d 2 z 

+ T / E tr sk A ^ ^ 1 " A DA - 
On obtient done une expression (formelle) pour la composante de la connexion, 

V,„* + • j^A z ^5^d 2 z + ^ jTtr^^^z)*. 

Le resultat fait intervenir le Laplacien sur l'espace des champs de jauge, par essence singulier. 
Pour que la demonstration soit tout a fait complete, on doit montrer que le cote gauche est 
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bien un etat de Chern-Simons — c'est l'objet de la fin de cette section. Parfois, il est plus 
pratique d'utiliser la connexion sous la forme suivante 

V 5M *=(^ + l^trA 10 A(J 5r ^)+^ £tr^A(^^))*. (10) 

Pour calculer V^,, on procede de la meme facon. Suivant l'unitarite de la connexion, on a 
(SI/', Y^*) = d Ze (\E r ',\l/) — CVz e Le calcul est nettement plus simple. II repose sur 

l'equation (9.b) et {(Ag t ) e ^'(A), *(A)> = -<*'(A), (A Zt ) e *(A)). On obtient 

(*',V 2f *) = j {H>'(A),(d Ze + (A Ze ) e )*(A))e£f trAmAA01 DA. 
Comme precedemment, on integre par parties. A la fin, on trouve 

\ Zf / 

Cette composante de la connexion est egalement singuliere. On expliquera dans la prochaine 
section comment traiter les termes divergents. 

Montrons la propriete laissee en suspens : si \I/ G F(Wg t R) alors aussi V^SI/, G 
r(Wg t R). L'holomorphie ne pose aucun probleme. L'obtention des identites de Ward pour 
YfyVE' est relativement longue, mais elle suit le meme chemin que pour Vj^ En consequence, 
on ne donne que les points saillants de la preuve. Pour commencer, 

V^(A 01 )=(^ + i| s tr^°A(J jr ^)+^ jftr^Ay^)) 

(e- fes ^ oi ) ? ^K*rk 01 )). 

Faisant agir Vs^ sur e - fcS, (^ At)1 ) h(£i) Rt , on arrive a 

V^*(A 01 ) = e - fe5 ^ 01 ) ® h&U {d s , + ±J tr (^ 10 - /tf/T 1 ) A ^ 

Si on revient a la definition de la derivee fonctionnelle, on montre facilement que 

s^*r 1 A oi )=h 1 ^rA^h-\ 

On verifie alors que 

\ / s tr(A 10 -/ l ^- 1 )A(^ r ^)*rk 01 ) = l jf tr^A^S^)- 
Pour obtenir la derivee par rapport a Sfi, on retablit la dependance complete en A et 
d s ,*( h A w + h - 1 A 01 ) = (d s „*)( h -A 01 ) + t [ tr(*-k 01 - fct A 10 )A(^^). 

A la fin, les termes se compensent bien pour donner l'identite de Ward : 
(V S ^)(A 01 ) = e -* W 1 ) ® h&) Rt (Vs^'A 01 ). 

II va sans dire qu'on doit proceder de meme avec Y^*. 
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5.3. Regular isat ion 

Nous venons de construire la connexion de KZB par des manipulations fonctionnelles. 
Comme nous avons oublie (volontairement) les problemes de convergences poses par l'integrale 
fonctionnelle, on a trouve des termes singuliers. Neanmoins, on a obtenu au chapitre 2 des 
comportements a courtes distances qui permettent de convenablement regulariser la connexion 
de KZB. Les termes qui nous embetent correspondent a l'insertion d'un ou deux courants, or 



{ tt z-z t +"-J*. 
SA^L SA^ \2tt 2 (z— it;) 2 7T a-iu T y 

si A est un champ de jauge nul autour des points d'insertion soit z, w et zg. En particulier, 

tr(— —) ^ =(— dimG + . . . ^ * 

Pour obtenir une expression valable pour n'importe quel champ de jauge, on utilise le 

transport parallele le long du segment [z,w] : e ZjW = Pe^ j4 ° 1 . Rappelons que Pexponentielle 

ordonnee f(t) = Pe-^o p( a ^ da est la solution de l'equation differentielle f'(t) = f(t)p(t), t G 
[0,1], avec la condition initiale /(0) = 1. Soit h £ ^ c telle que h A 01 = autour de z, 
c.-a-d. A 01 = hdh^ 1 au voisinage de z. Un calcul classique conduit a 

h(z)- 1 e ZiW h(w) = Pe^ h ' l9h 

si w est au voisinage de z. On en deduit le developpement limite suivant 

h(z)' 1 e zw h{w) = expj (w - z) (h~ l d z h)(z) + \{w- z) 2 d z {h~ 1 d z h)(z) 

, (12) 

+ \{w-z){w-z) dsihr^h)^) + o(\w - z\ 2 )j. 

Dans la suite, on note e' zw le developpement limite, c.-a-d. e z<w = h{z) e' z w h(w)~ l . On 
obtient alors les developpements a courtes distances en champ de jauge arbitraire 



tr (("Ad„...^-) *= + ] *, 



" ( A Mi) A) +■■■)•■ 

II est maintenant facile de definir la regularisation des operateurs (11) : 



(13) 



lim (2tr (fAde...-^) 



Ces deux operateurs sont finis — dans la derniere equation on suppose que z / zg. La 
renormalisation du produit scalaire des etats de Chern-Simons introduit une dependance dans 
la metrique. Par consequent, la connexion depend aussi de la metrique. On utilise une metrique 
localement plate, c.-a-d. compatible avec la structure complexe et plate autour des points 
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d'insertion et du support de Dans un changement de structure complexe infinitesimal, 



on suppose que la metrique change par £7 = \ 5^dz 2 — \ 5^dz 2 . Ainsi, 



Sj Z z = 0, &f* = l6i4. (15) 

Pour obtenir les bonnes expressions pour la connexion, on doit changer k : k ^ k = k + g w . 
Si on ne translate pas k, on n'a plus une connexion. La connexion de KZB regularised 

^5^ = d SfM + i trA z -^r Z 5[4d 2 z+ 1 -?- tr *, ^ ^ 1 5f4d 2 z, (16. a) 

preserve bien l'espace des sections de %8 g ,R- Dans la premiere equation, les operateurs et 
tr I 33= I son t singuliers quand on fait tendre z vers Z£. On commence done par integrer 
sur £ prive de ((petits» voisinages autour des points d'insertion, qu'on fait ensuite tendre vers 
zero. 

5.4. Construction de Sugawara 

Au chapitre 2, on a utilise la construction de Sugawara sans demonstration. Ce qui manquait 
alors etait la connexion de KZB. D'apres la factorisation holomorphe des fonctions de Green 
modifiees, 

r(o) = J2h pq %(o)®%(ti) (17) 

p,q 

oil fy p est une base de l'espace des etats de Chern-Simons et (h pq ) est la matrice inverse de 
(fyp^q). On choisit la base de telle sorte que V^ p = en (J, £) G ^ 9: n- En derivant la 
derniere equation dans la direction holomorphe en J, on trouve facilement (Q) 



4 M r(o) = ^/i«dtf M * p (o)®* g (o) 

= ~z j^:H:m^d 2 z. 



D'apres l'equation (|15D : <5/U§ = i5j zz . Ceci et les definitions du tenseur d'energie-impulsion 



et des courants nous amenent directement a la construction de Sugawara : 

( T zz ® g(&) Rt ) = I ( Urn (tr J w J z - f^f) ® <?(&U )• (18) 

Un autre point laisse de cote etait : les champs g{^) R( sont des champs primaires de poids 
conformes (A^ , A^). Pour demontrer cette assertion, il suffit de demontrer les developpements (2.22.a- 
b). Derivons l'equation ( JlTD dans la direction holomorphe en ^ : 

^f(o) = ?<?:^-:f(o) 



* Au chapitre 2, on avait remarque que le developpement a courtes distances (26) nous echappait. Pour 
l'obtenir, il faudrait reprendre ce qui suit en champ non-nul. 
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d'oii 

Qzt ( ® g(U) Rm } = -|*?{ lim (r z + ^- f?) ® s(U)« m ) • (19) 

Les equations (18- [l9|) sont les versions quantiques de T zz = § tr ( J 2 ) 2 et J 2 = — | <9 2 g g -1 (cf. 
p. 40). Reprenons l'equation (2.|i~5|), symetrisee en z et w, apres sommation en a = b, 



( J a w Jt ® 9&n)* m ) = ( ® 9(U)n m > + ^- ^ ( ® 5(e m ) flm ) 

m (z—w) m z z e w z e m 

On prend la limite quand w tend vers z. II apparait le tenseur d'energie d'impulsion : 

( t zz ® 5 (uk„ ) = ^ § ( ® 5 (^) flm ) - ^ | ( ( j 2 a + ^ t?) ® ) + • • • 



ou Ce est le Casimir quadratique t^t" dans la representation R£. Cette equation et l'egalite (19) 
donnent le developpement (2. 22. a) 

T{z) g{&) Rl = {z A ^ )2 gfa)*, + jz^ 9 H9{&)R t +■■■ 

On a done demontrer que g(£e) Re est un champ primaire de poids conformes (A^,A^) avec 
At = Ci/k. Ainsi, la connexion de KZB est la source geometrique du tenseur d'energie- 
impulsion et des champs primaires g(£e) Re du modele de WZNW. 

5.5. La connexion en metrique generale 

Jusqu'a maintenant, on s'est interesse a la connexion de KZB dans une metrique localement 
plate et satisfaisant les equations (lilf) . II est possible d'extraire des resultats precedents la 
connexion en metrique generale — cf. aussi [|35| pour les theories conformes en metrique 
generale. Lorsqu'on change la metrique par transformation de Weyl, le produit scalaire est 
multiplie par (cf. eq. (2|j) et (2jl|)) 

i 

ou c est la charge centrale du modele de WZNW, c.-a-d. c = k dimG/K. On doit alors rajouter 

M-few+E^te)) ( 2 o) 

a et d zt a a V 2r La forme la plus generale de la connexion de KZB est done 
V 5m = d Sfl + ij^ tr A z ^ 5i4d 2 z + £ J tr J ^ ^ J 5/4 d 2 *, 

- & / (5(ln 7 ^)« 7 + ^^§d 2 z) +^A^(ln 7z2 )(6), (21.a) 
V 2 , = Zi - ft? +A,^(ln 7 ^)fe). (21.b) 
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Dans ces equations, 7^ est une metrique riemannienne 7 = 2 ^y^dzdz sur E pour une certaine 
structure complexe et changeant avec celle-ci suivant 

#7 = Izz Sp^dz 2 + 2<5(ki722) ctedz - | <5^§ d^ 2 ^ . 

La courbure de 7 est i? 7 = 59 In 7^ et i zz = d 2 In 7^— | (<9 Z ln7 Z 2) 2 . Les termes complement aires 
dans I'equation (21. a) sont egaux ensemble a la derivee ( p0[ ) en a = hi7 z2 -. Le second terme 
correspond a un changement de classe conforme de metrique et les autres au changement dans 
la classe conforme par 5a = <5(hi7 2 ;z). 

La contrepartie geometrie des developpements a courtes distances (2.25) ou leurs equivalents 
algebriques (2.44) est : la connexion de KZB est projectivement plate, c.-a-d. 

V 2 = f V^ illen -]TA,i? 7 (&). 

e 

Ici, VQ uillen est la courbure de la connexion (metrique) de Quillen sur le fibre determinant de 
la famille d'operateurs d agissant sur les fonctions sur E. 



5.6. Quantification des systemes de Hitchin 

Si p est le polynome quadratique P2 = tr, alors l'application de Hitchin h P2 prend ses valeurs 
dans H°(K 2 ) — dans le cas sans points d'insertion. On a vu que c'est aussi I'espace cotangent 
a I'espace des modules On peut coupler une classe [5p] de differentielles de Beltrami dans 
ff 1 (K _1 ) = T^ g avec une differentielle quadratique p dans H°(K 2 ) par 

/ Pdfi" 

Les differentielles de la forme d z ® d{5v z ) se couplent avec un p pour donner zero, done on 
a une bonne definition sur les classes [5p\. En particulier, pour p = h P2 , on peut definir un 
nouveau Hamiltonien par 



hsfj, = / h P2 5p. (22) 

JE 

Si on admet des points d'insertion, le Hamiltonien de Hitchin est une forme quadratique dans 
H°(K 2 (2 J2e &)) = T*^g N , c.-a-d. meromorphe avec eventuellement des poles d'ordre ^ 2 
en On peut encore coupler h P2 avec une classe [5p] G H 1 (K^ 1 (—2J2eCe) = T^f* N de 
formes de Beltrami par I'equation (|22|). Les Hamiltoniens hg^, pour differentes 5p, sont en 
involution sur — sur & s'il n'y a pas de points d'insertion. 

L'espace des phases = T*,jY s peut etre quantifie (geometriquement). L'espace des sec- 
tions holomorphes de la /c-ieme puissance du fibre determinant Jz? au-dessus de ^V ss est notre 
espace des etats quantiques. Ce n'est rien d'autre que l'espace des etats de Chern-Simons 
^(E,0,0). La connexion de KZB donnee par I'equation (10) est un operateur du second 
ordre de symbole principal proportionnel au Hamiltonien hg^ — on remplace par || ip 10 . 
On peut done considerer la connexion comme la quantification de — reliant deux 
H°(J£ k ) pour des structures complexes qui different d'un 5 p. Par le changement d'echelle 



6. Formules basses 



129 



Sfj, — > dans V^, on obtient dans la limite k i— > des operateurs agissant dans un seul 
H°(J2?~ 9 ), c.-a-d. a structure complexe fixe. 

On peut aussi quantifier l'espace des phases i^V. A l'orbite coadjointe au point ^ on 
associe l'espace de representation V\ t de G. L'espace des etats quantiques est l'espace des etats 
de Chern-Simons W(H,£,R). La connexion est toujours la quantification du Hamiltonien 
^ hs^. Cette fagon de proceder permet de traiter en meme temps les deux parties de la 
connexion, c.-a-d. et 



§6. Formules basses 

Au chapitre 3, on a construit une decoupe s : jV 3 n ^ A 01 (n) G £/ 01 de l'espace des 
modules. On se propose de reecrire les operateurs apparaissant dans la connexion de KZB en 
fonction des derivees de * par rapport a n. L'etape suivante consistera a utiliser des decoupes 
explicites. 

6.1. Premiere variation 

Calculons la variation de *( fe ~k 01 ) par rapport a 5 ( h ~A 01 ) = h' 1 (d A oi (Sh h' 1 ) + 5 A 01 ) h 
- on sous-entend le point z oil le champ A 01 est evalue. L'operateur d A oi = d + [A 01 , .] agit 
sur les fonctions sur £ a valeurs dans g c pour donner une (0, l)-forme sur £ a valeurs 
dans C . On utilise deux methodes distinctes afin de trouver le premier ordrede<f(*( fc A 01 )), 
ensuite on compare les resultats. D'une part, d'apres l'identite de Ward sur c'est 

m 

+ g /"tr (hd^A^h-Hhh- 1 +hdh- 1 A5A 01 ) *(^k 01 ). 
D'autre part, d'apres la definition de la derivation fonctionnelle, c'est aussi 

+ ^tr^rk^^AM 



,01 



oil D = d + L4 01 ,.] + - [.,.]+ est l'anticommutateur — c'est l'operateur agissant sur les 
(l,0)-formes sur S a valeurs dans g c pour donner une 2-forme sur £ a valeurs dans C . 
Cet operateur intervient quand on integre par parties un terme en 6*401. Le noyau de D est 
isomorphe a l'espace cotangent en A 01 a jY et son conoyau est vide. On note (<fi a ) une base de 
kerD. Soit enfin l'operateur inverse D 1 : A 2 (S,0 C ) — > A 1,o (X!,0 C ) defini par DD 1 w = w 
et 

J tr (D~ lj w) A d n aA m = 0, a = 1, ■ ■ ■ , dim^. (23) 
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Comparons les resultats precedents : avec 5hh~ l arbitraire et 6 A 01 nulle, on obtient 

-2 s ^ht a h- 1 5& (z-z m ) d 2 z C *(^k 01 ) , (24) 

m 

- sauf mention contraire h et A 01 sont pris en z — tandis qu'avec 5hh~ l nulle et 5 A 01 
arbitraire, 

/ trh£r{ h - l A< a )h- 1 Aa n aA al =e kS ^ ®h(&)~£ (9„«*)(A 01 ) 

(25) 



+ / tihdh~ l Ad n aA 01 j ^( h ~A 01 ). 



Appliquons D 1 a l'equation : 



oil c a sont des nombres complexes. Ann de determiner ces derniers, on introduit Pegalite 
precedente dans l'equation (pl|) : 

c a [ tr<f> a Ad nP A 01 =e kS ^ A ^ ®Hb)£ (d^V^A 01 ) 

JT, i 



+ §y tr (hdh- 1 ) A d n ,A m *(^k 01 ). 



Soit ft l'inverse de la matrice d'elements f iv(f) a A d n (3A 01 . On trouve c a en multipliant la 
derniere egalite a droite par &P a . Ensuite, on reinjecte c a 

^rk 01 ) = h-i ^D-\hd( h -AK) h -i) *rk 01 ) 

- 2^D~ 1 {ht a h- 1 5 {2 \z - z m ) d 2 z) C*(^k 01 ) 



+ (e fcS ( ft ^ 01 ) ®h(&y R t(d n ^)(A 01 ) + £ f^r{hdh- l )Ad nfi A m vE^'k 01 )) n*V J h, 

c.-a-d. la premiere variation de \l/ en h A m . En h = 1, on obtient la derivee fonctionnelle de 
* en A 01 : 

$r = § (<M 01 ) * - 2 £ IT 1 (f J( 2 ) (* - z m ) d 2 z) C * + d n , *. 

(26) 
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6.2. Seconde variation 

Etudions la variation de l'avant-derniere equation par rapport a 5( h A 01 ) en. w ^ z pour 
h = 1, Sh ^ et 5 A 01 = 0, c.-a-d. 5( h A 01 ) = d A oi (Sh)(w). On introduit la notation tensorielle 
arm de distinguer les deux copies de g c entrant dans le calcul, ainsi que la trace tri dans le 
premier espace. Pour commencer, on a 

5(*rk 01 )) = § / trShdA 01 *(A 01 )-Y,m m )m *(A 01 ). 
Ensuite, comme pour obtenir la premiere variation, on calcule de deux fagons la quantite 



8A m (z) 



tri 



<5A 01 (™) <5A 01 (-2) 



5 * (A 01 )Aa A oi(<jfe)H = - \sh 5 * 



<5A 01 (z) 



+ 1 ([5h,dA 01 ] + dd A oi(6h))¥-2^2D 1 ([Sh,t a ]6^(z- z m )d 2 z)t a m ^ 



f ( ljTd6hAd n0 A 01 ) n^„*+^g / trta0A ol -£;«i(£ m ) m 



k m' 

J + ^ tr d5h A n ^ ol )o /3Q Q | * 

2 Y^D' 1 {[Sh, t a ) 8 {i \z - z rn ) d 2 z) C 



(27) 



<5* 



5,401(2) 



ik 
2 



apres avoir utilise l'equation (|2lf ) ainsi que l'egalite [<5/i, cL4 01 ] +9c^oi (Sh) = —D(d5h). Notons 



egalement que la definition de D entraine que 

= D~ 1 D(t>+( [ tr<f)Ad n f3A 01 )nP a ^ 



(28) 



pour tout <p G A 1,0 (S,g c ). En particulier, cette egalite avec (f) = dSh permet de simplifier 
encore l'equation (E~~ 



Sh 



5* 



+ 



6A 01 (z)j 1 j 2tt 



tr<5/i&4 01 - J^flfc^ 



5* 



g 0<to + 2 D t a ] <5 (2) (z - z m ) d 2 z) t a m \ *. 



La variation <5/i etant arbitraire, on peut l'eliminer. Par exemple, montrons comment trans- 
former le dernier terme a cet effet. Soit G le noyau de D , c.-a-d. l'application a valeurs 
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dans Endg c telle que 



D 1 zu(z) 



G(z, v) (w(v)) ) dz 



pour w G A 2 (S,g c ). Le dernier terme devient —2^ m G(z, z m ){\5h(z m ),t a }) dzt^^ , soit 
apres transformation 

4if abc Y^ [ ti 1 8^(w-z m )d 2 wt b ® G(z,z m )(f)dz Sh(w). 



Des considerations similaires nous conduisent a 

"* -2 5W(w-z)t a d 2 w< 

.a 5* 



s 5 







5* 



™<5A 01 (™) ^ <5A 01 (*) 

- 2 5^{w - z m ) t a d 2 w ® t m SA01(z ! 



' <5A 01 (z) 
ik 



<5A 01 (z) 



- d z 5(w - z) t a d 2 w ®t a dzS> 



+ 4i r bc 5 (2) (w - z ro ) t a d 2 w G(z, z m )(t b ) t c m * 



(29) 



ou L> w est l'operateur D correspondant a l'insertion de A 01 en w. Appliquons l'operateur D 
a l'equation (p9|) . 



21 / G(w;, u) (t a ) u — z) d 2 iij dw < 



' <5A0i(2) 



+ 



2tt 



(&4 01 (u)) ldto® 



5* 



<5A 01 (z) 



2 J2(J G(w,u)(t a ) 5 (2) (u - z m ) d 2 i?jdw ® t° r 



5* 



<5A 01 (z) 



-( / G(u-,u)(t a ) a 2 5 (2) (n-z)(i 2 n)du;®t a (iz* 



+ 4i/ abc ^( A G(w, «) (f ) <5 (2) (u - z ra ) d 2 iij & ® G(z, 2 m )(t k ) 4* 

m ^ E 
— <j) p (w) (g> c p (2;) 

ou les c p sont des fonctions a valeurs dans g c a determiner. La seconde variation est done 
donnee par l'equation 



°®™=2iG(w,z)(n® 



t" 



+ 



a(£gk.)(^))^|£ 



2i ^ G(w, z m )(t a ) ® C |£ + f <9,GK *) (i a ) ® i« * 
4i / afec ^ G(w, z m )(i a ) ® GO, z m )(t b ) ^ * + P)to ® c"(z) 



(30) 



ou 4> p (w) = <fi PiW dw, <j) p ^ w a valeurs dans g c . Pour conclure, il suffit de determiner les c p . On 
organise le calcul en deux etapes. Deja, la derivee suivante fait apparaitre c p en fonction d'une 
derivee fonctionnelle : 



d, 
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en effet, a droite dans l'equation (pGj), les autres termes appartiennent a l'image de D w et 
donnent zero quand on les integre contre d n iA 0l (w), vu l'equation (|23|), II suit 



d»{z) = -id nn [^) W. 
Ensuite, d'apres l'equation (26), on a 

^ =§^S- 1 (^ 01 )* + i|s- 1 (a n ,M 01 )* + gS- 1 (^ 01 )^* 

- 2 ^ d n -,D- 1 (t a 5® (z - z m ) d 2 z) C * 

m 

- 2 ^S" 1 {t a 8® (z - z m ) d 2 z) C d n -y*. 



(31) 



Le cote droit de cette equation contient trois termes qu'on peut expliciter completement. 
D'apres l'equation (f28|), on a 

{d n iW l )w = D~ 1 D{d n -yD~ 1 ) zd + ( J tr (d^D' 1 ) w A d n vA 01 ^jn ua <j) a 

pour w = dA 01 6 A 2 (E,g c ). Or, apres derivation par rapport a n 7 des equations definissant 
l'operateur D , on trouve 



d n -yA 01 ,D 1 zu 



+ D(d n -yD ) w = 0, 



[ tr(8 n ,D l ) 



zuAd n ,A 01 + I tiD f\d n id nV A w = 0, 



01 



par consequent 



{d n -,D ^)w = -D 1 {[D 1 w,d n - 1 A m ] 
Ensuite, O est l'inverse de la matrice d'elements J tr 4> a A d n pA m done 

a n7 ^ a = -o^ J tr a a n ,^ 01 + ^ a a„75 n ^ 01 ) 

Enfin, ^> Q etant un mode zero de O, on a D(p a = 0. On derive cette derniere equation par 
rapport a n 7 puis on utilise l'equation (^|) ; on trouve 

dm<l> a = -D~ l {[<j) a ,d n ,A 01 } + ) + ( f tid n ^ a A^^Jfi^^. 



ixD X vj Ad n -yd n ,A 01 )n ua - 
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En fin de compte, on a montre que 



\8A 01 



£ {-IT 1 ([D-\dA<*),d n ,A 01 } + ) - ( J^rD-\dA ') Ad^A^W^A * 
, ik T=r _ l/o o^ni\. T . , ife t=t— !/>-> idh n . T . 



- j jf tr (fi^ A d n »A m + <^ A d n ,«9 n ,yl 01 ) 1 n™<f> a * 

+ j-D" 1 ([^, <W 01 ] + ) + ( £ tr^„ A d n »A 01 )n^ a j ^ * 

m ( 

^ tvD'\t a 5^ (z - z m ) d 2 z) A dmd n »A°A W a cf> a lc 



A 



nouveau, on fait intervenir la derivee fonctionnelle de \1/ : 



5* q 4 01 



+ JL T (d n ,*) + £D-\d n ,dA 01 )* 



- (^tr J^Ad n7 d n ,A 01 )fr^ 



+ ^ (5 n7 *) + £ (J GM {d n ,dA m (u)) )dz*. 

De ces equations, on tire une expression pour c p . On injecte alors cette derniere dans 
a 



tion (^) pour arriver a 



5Z=® S= = 2iG(w,z)(t 



'equa- 



.a 5*_ 

1 SA^r 



+ — 



i(yG(«,,o(^))®» 



m 

- 4t r fec ^ G(w, z m )(t°) ® G(z, z rn ){t b ) 4 * + <^ ® j jf ■ 



5* o ,01 



Pa,z ' " 



* A - £ (/ E •) (^^ 01 ) ) *}^ 7P - 

Rappelons enfin la formule donnant la premiere derivee de \l/ : 



U = -^^a„M* + ^ / G(z,.)(5A 01 ) * + 2^G(z,z m )(t a )C*. 



(32) 



6.3. Regular isat ion 

On a deja analyse le comportement singulier de ces derivees quand w tend vers z ou z tend 
vers Z£. On se propose d'appliquer le meme processus de regularisation aux termes divergents 
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intervenant dans le membre droit de ces formules. Clairement, il suffit de se concentrer sur la 
fonction de Green de D et sur sa derivee par rapport a la seconde variable. Soit w € A 2 (£, g c ). 
Par construction, on a 



(dyj + [A w , .] ) / G(w, -)(w) dw A dw = w{w) 



Soit h S une transformation de jauge telle que au voisinage de z. A cette 

condition, on a dw + [A^, .] = Ad h ( w) <9„j Ad h(w) -i. Notons id l'application identite de Endg c . 
II suit dw Ad h , W )-iG(w, z) = A Ad h(z) -i e)( 2 ) (u; — z) id, pour it) au voisinage de z. On sait aussi 
que 7r <i>( 2 ) (to — z) = dw (w — z)^ 1 , d'ou 

G ( w ' z ) = Wi Ad "(-) ^w- 1 ^ + " ' 

et les pointilles symbolisent toujours des termes reguliers en w au voisinage de z. Apres 
derivation, 

d z G(w, z ) = Ad h(m) Ad h(z) -i ^_ z ^ 2 + A d h{z) -i ad {ha ^-i )(z) + • • • 

Utilisons le transport parallele e z>w pour reecrire ces deux developpements limites sans faire 
appel a h : 

Ad e , ,„ G(w, z) = 7T-T- + G(w, z), 

&Z,W \ ' / 27TJ W — Z 

(33) 



Ad e , ,„ <9 z G(u>, z) = tt^-t- . 2C ,„ — — - \d z A z (z), .1 + cLGfu;, z 



ou G et <9 2 G sont des fonctions regulieres en u; au voisinage de z. Montrons par exemple 
la seconde egalite. L'ingredient principal de la demonstration est l'equation ( |l2|) : e ZjW = 
h(z) e' zw /i(w) -1 . Ainsi, 

Ad e . „ O z G(w, z)=^-j Ad h(z) Ad e > Ad.^-i td 



1 



+ 2ri. Ad Mz) Ad < u , Ad h(z) -i ad (hdzh -i )(z) + 



Or e' z>w = e x , done Ad e ' z w = e ad * = 1 + ad x + \ ad 2 H . Ainsi, 

Ad ez w d z G(w, z)=^- + ± Ad Mz) &d (h -i dM Ad h( „ r i ^ 

+ i^I A( W) a de 2 (fe-i S2 fc)( z ) Ad h(z) -i id + ad (ha ^-i )(z) H • 



Or Ad Mz) ad (h -i S2h)(z) Ad h(z) -i = a,d AAh ^ )(h -i dzh){z) = -ad {h&h -i )(z) , done le deuxieme terme 
compense le dernier. On traite de la meme fagon le troisieme terme, la conclusion est alors 
immediate. Pour la premiere derivee de on s'interesse a la quantite suivante 

tr(>Ad e ^||) =-iW?tr (t a Ad ezi ^ p , z ) d n » * + £ tr t a Ad e ^ ! G(z,.)(dA 01 ) * 

+ 2i^trt a Ad ez ^G(z,z m )(t b )4* + 2ttvt a + G(z, z € )(t 6 )) . 

rw££ 



136 



Systemes de Hitchin. Connexion de KZB 



Le seul terme singulier restant est compense par la regularisation proposee. En fin de compte, 
lJ£-; = -2i^Pti(t a <j )p ^)d n ^ + ^Tt a [ G(z e ,.)(dA 01 )* 



+ 4i^2 trt a G(z t , z m ){t b ) t b m * + 4i tr t a G(z e , z e )(t b ) t\ 



34a 



Ensuite, la regularisation du Laplacien donne 



tr:i£: = 2itrG(*,z)(f) 



1 ' 



+ £*(/ G(*,.)(M«))» 



+ 2i £ tr G(z, z m )(t a ) C H + | tr 9 z G(z, z) (f) i a * 

m 

-Air bc ^G(z,z m )(t a )G(z,z m )(t b )t^ + tr<p p J f G(z, .) ( [J^, d n ,A 01 

+ (J^m* Ad^dnuA^wy^-i^ (^*) - g (a n ,ayi 01 ) 

Finalement, pour obtenir une formule ne comportant que des derivees de \I/ par rapport aux 



parametres n u , on combine la derniere equation avec l'equation (26) : 



avcc 



tr I ^= £| : = -fi" 7 ^^ tr (0 7 ,^ p ,,) $i«fl^* + e> n a* + T(z) * 



(34.b) 



:2^trG(z,z)(t a ) [i a ,<M - -O^tr^ / G(z,.)(^ 01 ) 
+ ^ W tr <£ P)2 J G(z, .) ( [<£ 7 , d n »A 01 ] + ) 
+ Q Tfi^n e ' i ( / tr</> 7 f\d n vd n tA oi yi<j) p , z 
+ 4 O a7 ^ tr 7 , z G(z, z m )(t a ) C 



Ct 

T(*) 



^tr^G(z,z) t a + ^tTG(z,z) (t a ) 



oi \ 



£tr( /^G(z,.) (9A 01 ))"-gO^tr^ )Z ^G(z, .) {dd n .A 



ik 



01\ 



+ g fT 7 tr ^ I G(z, .) ([D 1 (5A 01 ),a„^ 01 ]_ 
+ i| fi*r n"Ptr 7)2 <^ / tr D _1 (5A 01 ) A d n «d n »A 01 

-4^trG(z,z)(t ffl )[t a ,G(z,z m )(t b )]4 + ^^trG(z,z m )(t a ) / G(z, .)(<M 01 ) C 
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trG(z,z m )(t a )G(z,z m ,)(t b )t a m t b m , 

m,m' 

-2fi°^J^tr^ f G(z,w){[G(w,z m )(t a )dw,d n «A 01 (w)} + ) t a m 

m ^ S 

-2^O^tr^0 Pj ^ / G(u,z m )(^)duAd n .d n ,,4 01 ( U )C 

En resume, les formules utiles pour le calcul de la connexion de KZB sont celles donnees par 
les equations (||), (||), @a-b). 
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En genre zero, l'orbite du champ nul est dense dans si , i.e. presque tous les champs sont 
de la forme A 01 = h~ 1 dh, avec h 6 fixee a une constante pres : h \— > hoh. L'espace des etats 
de Chern-Simons est un sous-fibre du fibre trivial de fibre V^ G . On sait aussi qu'il n'existe 
qu'une structure complexe, done seules V 2£ et ont un sens. Sur la sphere, la fonction de 
Green de D est G(z,w) = ^ Comme en plus le transport parallele est trivial, on a 

G = d'ou 

• <5* • _ l 



m=f=£ 



On retrouve bien la connexion de Knizhnik-Zamolodchikov deja apergue au chapitre 2 



ou hI°^ est le Hamiltonien de Gaudin 



Hi°\Q = 2j2 J ^- (35) 

rn=£t 



L'exposant (0) est la pour signaler qu'on travaille en genre zero. La platitude de la connexion 
est une consequence de l'equation [H^°\ H^] = 0, equation equivalente a l'EYBC pour 

tfq/z: 



j.a j.a j.a j.a 



+ permutations cycliques = . 



§8. Systemes de Hitchin spheriques 

Pour identifier le systeme de Hitchin, on doit resoudre l'equation fi(A 01 ,ip 10 ) = ^^Xtd; 
c.-a-d. 

t 
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oil V(_ = h{zi)\i h(zi)^ 1 appartient a l'orbite coadjointe de A^ dans g c : Gg = {/ioA^/iq 1 \ ho £ 
G c }. Cette equation admet des solutions si, et seulement si, Pintegrale sur S du terme de 
droite est nulle, i.e. si la somme des residus est nulle : Y2e u i = ®- O n a a l° rs 

Soit Gf le sous-groupe de G c fixant A^ pour Paction adjointe. II suit 

= {h£^ c \ h{z E ) € Gf , w}. 

L'espace des phases reduit est 



Chaque orbite coadjointe peut etre munie d'une structure symplectique naturelle donnant 
le crochet de Poisson {u a , u b } = if abc u c si v = u a t a et (t a ) est la base orthogonale de q c . 
La structure symplectique induite sur coincide avec celle qu'on obtient apres reduction 
symplectique de Xtfy par Paction diagonale de G c . 

Comme p est un polynome G c -invariant, on a p(ip 10 ) = p( h (p 10 ). L'application de Hitchin 
est done 

e 1 



soit encore 



En particulier, sip = ^2, ^p 2 prend ses valeurs dans l'espace des formes quadratiques meromorphes 
ou, a une constante multiplicative pres, hffi est le residu en z = zg, c.-a-d. 



hf\u) = 2Y J J ^ et 6i = W. 

Soit Sfi une differentielle de Beltrami lisse a Pinfini et se comportant comme @{(z — Z() 2 ) 
autour des points d'insertion. Sur la sphere de Riemann, 5fi = d(8v) avec Sv = 5v z d z un 
champ de vecteur lisse sur CP 1 . Ce dernier est completement determine modulo les sections 
holomorphes de K~ l . Sur la sphere de Riemann, h®(K~ l ) = 3 ; les elements de H®(K~ l ) 
engendrent SL.2 : (a + bz + cz 2 )d z . La nouvelle coordonnee complexe sur CP 1 est donnee par 
z' = z + Sv z . La coordonnee du point ^ change done de 5z£ = 5v z (£i) et le 1-jet en ^ change 
de Sxe = Xi dz(^v z )(^i). On peut alors calculer hg^ en scindant Pintegration en une integrale 
sur de petites boules autour des points d'insertion et une integrale sur le reste de £ : 
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On sait que la connexion de KZ est donnee par 

V 5 ,* = £ (Sxt (d xe ~ Xj 1 ^) + Sz t (d ze - ^f))* , 
t 

t 

oil 

^ (0) (O = 2^-^_ et A e = C e /n. 

Mise a part la translation k i-> re = fc + g v , on deduit et ^--f^ "* de ^ ^ (5^ et 

par la quantification geometrique des orbites coadjointes, c.-a-d. le remplacement des par 

les operateurs -^f^-if. Le crochet de Poisson devient ^7=^ fois le commutateur — | joue le 
role de la constante de Planck. 



§9. Connexion de KZB elliptique 

On calcule la connexion de KZB en genre un, c.-a-d. definie sur une courbe elliptique 
S = E T = C/ (Z + tZ). On sait que l'orbite de ^ = ttut^ 1 dz, « G f \ P v + rP v , 
est dense dans ,&? 01 . On utilise la base 03 formee des e a , a £ A, et des h? , j = 1, • • • , r, 
base orthonormale de la sous-algebre de Cartan t c . Remarquons que les formules donnant la 
connexion sont obtenues pour une base orthogonale 21 = (t a ), tr t a t b = 5 ab /2. Une partie du 
jeu consiste a jongler entre 21 et 03. 

L'operateur D = d + [Al£,\+ agit sur les (1, 0)-formes 4> sur S a valeurs dans £| C . On 
decompose <p sur la base 03, <fi = (p a e a + h? , ainsi D</> = d<$ b? + d a <fi a e a , ou <9 a = 
5 + (iru a /T2) dz. Si est un mode zero de .D, (/> J est constante en tant que fonction anti- 
analytique et (Z + rZ) -periodiques. Ensuite, l'egalite 

~Q — e TTU a (z-z)/T2 ~Q g— 7I"Ua (z — z)/T2 

permet de deduire que (j) a = 0, des que u G" P v + rP v , ce qu'on a suppose au debut. Ainsi, 
le noyau de D est engendre par les (fy = h? dz. Maintenant, on s'interesse a la fonction 
de Green G de D 1 . Decomposons la fonction de Green sur 03 : G(w, z) = g a (w, z) e a + 
gj(w,z)hi. Chaque composante est une fonction (Z + rZ) -periodiques a valeurs dans C. 
Seules gj(w, z)(h^), g a {w, z)(e a ) ne sont pas nulles — on les note simplement Gj, G a — elles 
satisfont les equations suivantes 

dy}Gj(w,z) = ± 5 {2) (w - z) + cte, [ Gj(w, z) d 2 w = 0, (36) 

(d m +^)G a (w,z) = l- i 6^(w-z). 

Une maniere economique d'obtenir G a utilise la fraction P construite a partir de la fonction 
theta de Jacobi $1 : 

G a ( W , Z) = ±- e ™ a (w-W-z+-)/T 2 _ z y 
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La fonction de Green de d sur E T n'est pas unique. Par contre, la deuxieme condition de (36) 



assure l'unicite de Gj. Le resultat est 

ri l \ 1 / \ § w— w— z+~z 

Gjiw, z) = 75-^ P(w — z) H T . . 

Celui-ci ne dependant pas de j, on le note H. Cette fonction verifie la premiere condition 
de (36) puisque dyjH(w,z) = ^5^ 2 \w — z) — Remarquons que le deuxieme critere 
impose par (36) est aussi rempli car ^ p(y) + ^i- (y — y) est la derivee totale de la fonction 
monovaluee : ^ In |-#i(y)| 2 + (y — y) 2 . Pour regulariser les fonctions de Green on utilise 
les equations ( |33|) pour le transport parallele de : 

G(w, z) = e™«g a (w, z) e a + 9j (w, z) b? - ^ ^ 
d z G(w, z) = e UUa d z g a (w, z) e a + d z gj(w, z)h? - ^- 

oil v = ir (w — ~z) /t2 ■ On note G a la partie reguliere de G a et ainsi de suite avec les autres 
fonctions. On trouve sans probleme : 

H = 0, G„ = — !Ha -|- _L n(u a ), d z H = — m — tt— 

2r2 27TI rv "/> z 7ri /J - 2«r2 



,2 



1 tf'l, 



pour des raisons triviales, on a supprime la dependance en z. 

Maintenant, on possede tous les ingredients necessaires au calcul de la connexion. Reprenons 
l'equation (|34|.a) : 

• 5* • 



, x , . - 2i tr (t a 4 >Zi ) d ul * + 4i £ tr t° G(z e , z m )(t b ) t b m * 
+ 4itit a G(z e ,z e ){t b )t b e ^ 



oil u = v?h? . On verifie simplement que $7 = ^-1. Cela dit, dans ces formules, on utilise une 
base orthogonale, en l'occurrence 21. Or, on a calcule les fonctions de Green par rapport a 
53. On doit done d'abord effectuer le changement adequat. On n'a pas besoin de connaitre 
explicitement les matrices de passage entre 21 et 25. Si e a = P aa t a , h? = pi a t a et inversement 
t a = Pace^a + Pajh 3 , on montre que 

tr (t a h j )t a = P aj t a = \h\ ti (t a e a )t a = ti(e a e. a ) P a ^ a t a = ~ e Q . (37) 
A l'aide de ces formules, on trouve 

r 

= -'-^(h^d^-^^^G^z^ie^eie^U 

ze j=i m^t. ol 

r 

+ Y, H(z t , z m ) {hP) t (hi) m ] V-^YG* (X a ) e 

j=l a>0 
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Au chapitre 3, on a representee les etats de Chern-Simons par des applications holomorphes 

7 : t c — > V\, avec 



et 7 satisfait les conditions de la p. |91[ La connexion de KZB est considerablement plus 
simple quand on regarde son action sur 7. En fait, on utilise meme la description en termes 
de fonctions theta : 6(u) = IL(u, r) 7 (u). On note <5(r, u, £) la fonction qui realise le changement 
de fonction *( J 4° 1 ) = 5(t,u,£) 9{u). Le resultat est : 



ou est une generalisation du Hamiltonien de Gaudin : 

r r 

H^i^i) = ^2,{h 3 ) t d^ + {Y Pu a (ze - z m ) (e a )i (e^ a ) m + Y p(z e - z m ) (h^i (/i J ) m J. 



Le lecteur desireux de refaire le chemin menant a pourra regarder attentivement ce 
qui suit ; il y trouvera tous les ingredients necessaries pour mener a bien les calculs. Dans 
la partie de la connexion, entre autres, intervient la premiere derivee de \1/ donnee par 



l'equation (p2[), qui dans le cas en question se lit 

Mi = h hj d v? * + i ^2 i G a( z ' z m) e a (e_ Q ) m + Gj(z, z m ) h J (h j ) m } 

m 

Pour une surface elliptique E T , la variation de la structure complexe est representee par 

5S = — d z <S> dz + — d z <S> dz. 



En particulier, 5fjJ^ = 5t/t2 est constante. Comme de plus ^4*° = — (A^ 1 )^ 
«t = yO fop g t c , la premiere derivee contribue dans par 



-iru' /r2dz, 



tr A z ^2 5^d 2 z 



2t 2 



St ^2u j d u j^. 



3=1 



D'autre part, le Laplacien sur l'espace des champs de jauge est donne par l'equation (|34|.b) : 
tr I i H : = i A n * + E?{z) + T(z) *, 

oil A„ = J2j{du^) 2 et 

E j (z) =2n jk trG(z,z) (t° 

+ 4^*£tr0*,G(s,z m )(t°)C 

m 

= ^^2^G a + ^H(z J z e )(h^) i 



G(z,.) 



b k Q ,d ut A 



01 
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oil a? = a(h?} — a ne pas confondre avec la racine simple aj — ainsi que 
T(z) = | tr £G(z, z) (n t a -4Y, tr G>, z) (O [t a , G(z, z m ) (t 6 )] 4 

m 

-4^trG(z,z m )(t s )G(2,z m 0(OC4' 

-2^' fe ^tr^ / G(z,w){[G(w,z m )(t a )dw,d uJ A 01 (w)} + ) t a m , 

m ^ S 

r 

a j=l a £ 

r 

~y^{y~l G- a (z,zi) G a (z,z m ) {e a )t(e- a ) m + ^#(2,2*) H(z,z m ) (h j ) e (h j ) m y 



\m a j=l 



Bien que relativement long, le calcul utilise uniquement les equations (^)- La contribution 
du Laplacien dans est alors 



I / ' tr : i s= : = > {i a u * - x; ^* 

r 

-l(E^ + E^)* + i7r ^}- 

Q j = l 

On a isole la partie J? comportant des integrales non-triviales : 

-r 2 J^ = ^|^ / G- a (z,zg)G a (z, z m )d 2 z(e a )e(e- a ) m 

i,m a ^ s 

r r. 

+ W H{z,zz)H{z,z m )d 2 z(hi)z{tt) m }. 

On calculera ces integrales apres le changement de fonction \& i— > 0. Pour le moment, utilisant 
la forme explicite des fonctions de Green, on peut ecrire 

r 

V S ^ = dsp* + 5T {\i A «* + E xj d ^ * + x *) 



avcc 



Q>0 

r 

+ E(ii r ?i-4fc)} + T^- 



II est commode d'introduire les deux variables 



- a j p(u a ) et -t' = ^"Yw - 2^) (fr^ 



r T2 



a>0 
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car elles interviennent tout le temps, par exemple avec 5 1 d u j5 = (p 3 + ^o~ J \ Comme pour 
Y^Stf, on effectue le changement de fonction \l/ 6. Apres un peu de calculs, on obtient 

r 

r 1 v s ^ = r 1 d s ^s e) + St (1 £ a u * + E d^e + Y e) 

3=1 

avec 

+ iik(EHVK«) + E tra /?P( u aM«/?)) 
a>0 a,/3>0 

+ isf((d-3r)m + E^W) 

ou d est la dimension de q et r son rang. A premiere vue, les deux derniers termes sont sur- 
prenants. Toutefois d'apres la section 4.4 ce ne sont que des formes deguisees du denominateur 
de Weyl-Kac. Ainsi Y vaut 

y = £ $>' - *) - g| h 2 + \ £ i>) 2 + n-^n + f r V 5. 

II est plus astucieux de ne pas chercher a calculer immediatement les integrales dans <5 _1 J? 5 
et d'attendre d'avoir fini de debroussailler la zone. On en vient maintenant a un point cle du 
calcul. A la fin on desire exprimer V T 6 = en fonction des derivees partielles d T , d u j, 

d^j, d Ze et dz e de 6. II faut done connaitre le passage de a V r ainsi que celui de dg^ a 
d T , ... Na'ivement, on pourrait croire que cette transformation est simplement ds^ = 5rd T . 
En fait, la derivation de Sfi agit comme une derivee totale sur la structure complexe alors 
que les derivees partielles en u, ... supposent un choix prealable de structure complexe. En 
effet, le choix d'une decomposition en parties analytiques et anti-analytiques du champ et des 
coordonnees des points d'insertion presuppose une structure complexe. En principe, on a 

dsn = St d T + E Sw> d vJ + E ^ d ™ + E ( Sz * dz * + Sz ~ e 
j j l 

Par exemple, pour trouver les variations de u 3 et vP , il suffit de trouver quelles Su 3 et Su 3 sont 
telles que la variation du champ complet A u par rapport a celles-ci compense la variation du 
champ par rapport a la structure complexe (St = 0), c.-a-d. S U A U + S T A U = 0. On finit par 
trouver 

STV T = Vs,-ST^^V Ze , 

e 

^ = 5r(a r + E^^ + E £ i?^)- 

3 t 
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Quand on effectue ces quelques changements, presque tous les termes disparaissent et 



l m+i a 

r 
3=1 



r 

J2p(z e -z m )(hi) e (hi) m }e. 



II ne reste plus qu'a calculer S^ 1 ^ 5. Deja, Taction adjointe de 5 sur J" n'intervient que 
sur (e a )e (e_ Q ) m et supprime les exponentielles dans le produit G- a (z, zg) G a (z, z m ). Par 
consequent, 

r 

5- l j?5 = Y{a^Y A "(^> z m) {e a )t (e_ a )m - ^ A (^> Zm "> ( h3 )* (^)m} 

£,m a j=l 

OU 

A a (z e ,z m ) = J P- Ua {z - z e )P Ua (z - z m )d 2 z, 

A(z e , z m ) = H(z, Zi) H(z, z rn ) d 2 z. 

Ces quantites ne dependent que de la difference y = zt — z m . En cherchant leur derivee par 
rapport a y, on deduit aisement que, si y / 0, 

A(y) = - ± (y - y? - £ (y - y) p(y) - £ g (y) + C, 

A«(y) = vr (y - y) P Ua (y) - r 2 d x P Ua (y). 

La constante C est fixee par la condition J s A(y) <i 2 y = 0. On peut deduire de ces resultats 
les integrales aux points coincidants en prenant la limite y — > sur la droite reelle 

A(O) = m + C, A Q (0)=r 2 //(u Q ). 

On peut peut-etre calculer explicitement la constante C mais, comme elle disparait d'elle- 
meme dans le calcul, ce n'est pas important. La fin ne pose aucun probleme. II suffit de 
scinder S^ 1 ^ 5 en deux sommes, l'une portant sur toutes les configurations et l'autre evitant 
les points coincidants. La premiere somme contient les trois termes contenant y — y — i.e. les 
termes nuls par passage a la limite y — ► 0, y 6 R — et la seconde le prolongement analytique 
des trois autres. Presque tous les termes se compensent et V T 9 = d T 6 — ^ 9 ou 



t,m a j=l 



Enfin, il reste le calcul de d. On trouve sans difficulte d^fi = dzfi et d T = d^O + 
"^" J ®v?®- En plus, 7 est une fonction holomorphe done de derivee d^jj nulle. En resume, 
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la connexion de KZB exprimee dans son action sur les fonctions theta est 
on 

r r 
j"=l m^l a j=l 

r all 

H o\ T S = - i A u - i£ { ^^P UQ (z, - z m ) (e Q ), (e_ Q ) m + 1 £ - z m ) (W), (W) 

La platitude de la connexion est assuree par les relations : [H^,H^] = 0, pour i,i = 
0, 1, • • • ,N, equations equivalentes a l'EYBC dynamique []|l]]. Le cas le plus simple est G = 
SU2 avec l'insertion d'un spin j en z. La seule partie non-triviale est 

ou k = k + 2, p est la fonction de Weierstrafi et u = vh/y2. On a utilise l'egalite d x P v {0) = 
p'(v) = —p{y) — 2t]\. II apparait l'operateur de Lame d% + cp(v) — pour le groupe G = SU n 
c'est l'operateur de Calogero- Sutherland elliptique (generalise). 



§10. Systemes de Hitchin elliptiques 

On reprend les notations de la section 3.6. Les champs sont parametrises par u G t c \ 
(P v + rP v ) et h G ^ c : A 01 = ^A^ 1 = (rfuhy^dfah). Pour eviter les ambiguites dans la 
parametrisation, on doit identifier les paires suivantes 

(u,h) ~ (wuw" 1 , wh) ~ (u + q v , h~ y h) ~ (u + rq v , h~^ v h), 

avec g v dans le reseau des coracines Q v et w dans le groupe de Weyl W . Comme en genre 
zero, on doit resoudre Pequation 

oil vi = (•y u h)(zi) Xe {■y u h)(zi)~ 1 . On decompose U£ sur la base 23 : v £ = J2 a u e' a e a + v \ °u 



h? G t c . On peut resoudre Pequation (38) a condition que Y^£ v i = 0- D an s ce cas 



= ^ + ^(^P UQ (z-^)^e Q + ^-^^))^ 



— I fit ~r 

ou (po = ifpQ h? est une constante arbitraire. La reduction symplectique donne 

0*$ {(«, G T*t c x (jj ffi) j 2 1/° = 0} /Vx(Q v + rQ v 
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oil Taction du groupe Wy\(Q y + rQ y ) identifie les paires 

(u,(p ,v) ~ {wuw^iWipQW^iWvw -1 ) ~ (u + q v ,(po,(h~v(ze)v e h q v(ze))^ 
~ (u + rq y , ip , (/l~ ? v ^ /l rg v (z^))) . 

La reduction symplectique de est aussi celle de T*t c x (x^^) par le groupe Wy\(Q y + 
tQ v ). Maintenant on deduit aisement Papplication de Hitchin pour p = P2 

£ a 

= ( - \ E P'( z -ze)S e + 2j2 Pi* ~ *e) h? + 4m h™) (£) 2 

e e 

oil, comme en genre zero, 5g = v^v^ et 

r r 
j=l m^<? a j=l 

h£\u, Vo,K) = -i^Yl ^o^o - h E { £ d x P Ua (z e - z m )v?v- a + V^-L{z t - z m )i4^ m }- 



Soit = S/j^d z <S> une differentielle de Beltrami se comportant comme ^((-2 — zc) 2 ) au 
voisinage des points d'insertion. Pour la nouvelle structure complexe, la coordonnee complexe 
est z' = z + 5t + 5v z avec d^z' = <5/Lt|. On exige que Sv z (z + 1) = 5v z {z + r) = 5v z (z). La 
variation 5t est determined par la condition que Pintegrale de sur £ est egale a <5t. La 
variation fo; z est unique a une constante multiplicative pres. On a z'(z + 1) = .z'^) + 1 tandis 
que z'(z + t) = z' + t' pour r' = r + <5r. La nouvelle courbe elliptique est done isomorphe a 
E T i. Les coordonnees des points d'insertion changent en z' e = Z£ + 5z£ et les 1-jets de parametre 
local changent en x'e = Xe + &Xli avec 

**t = Z -& dT + Xi'Sxe = £ + d z 5v z &). 

En integrant h P2 contre 5/j, sur £ privee de petites boules autour des points d'insertion et 
apres une integration par parties, on trouve 

hsu = / h P2 Sfi = ^^(^f Xi l ^Xt + 2 hf 1 bz t + 2 /i^ <5r) . 

La connexion de KZB en genre un est donnee par 

V 5 , = £ (Sxt (d xe - xf A,) + fe, - I )+Sr(d T - 1 - ) ) , 

e 



10. Systemes de Hitchin elliptiques 



147 



ou est le poids conforme en ^. Mis a part la translation k ^ k, on deduit At, \ H\ ' 

et \ de ^ ^5e, ™ ± hf^ et ™ ^ P ar la quantification geometrique des orbites 
coadjointes, c.-a-d. 

^ ^ — — ~zr <V, ^ ^ "IF" ( e a)^ ^ ^ "if~ 

Les differences dans les facteurs multiplicatifs viennent de celles dans les normalisations des 
bases de q c . 



Chapitre 5 



Systemes de Hitchin 
(articles) 



Dans ce chapitre, on reproduit les deux articles ecrits avec K. Gaw§dzki : 

1997 Self-duality of the SL2 Hitchin integrable system at genus two, prepublication 
IHES/P/97/80 et ^olv-int / 9710025 , accepte pour publication dans Communications in 



Mathematical Physics. 



1998 Hitchin systems at low genera, prepublication IHES/P/98/21 et hep-th/9803101 



Certaines parties du deuxieme article sont aussi presentees dans le texte en francais. 



Resume 

On se place exclusivement en genre deux. Le groupe G est SU2. Une surface de Riemann 
de genre deux est toujours hyperelliptique, i.e. S est la normalisation de la courbe algebrique 
plane d'equation 

y 2 = (x - a x ) ■ ■ ■ (x - a 6 ). 

Dorenavant, on ne marque plus la difference entre £ et la courbe hyperelliptique C. La courbe 
C est le revetement r amine C 3 (x,y) 1— > x £ CP 1 du plan projectif, a deux feuillets, au- 
dessus des points ,«6- On suppose que les ag sont tous finis. Les formes holomorphes 

et les formes quadratiques holomorphes sont de la forme 

uj = (a + bx) — , (3 = (a + bx + cx 2 ) ( — ) . 

y v y ' 

On note (uj a ) la base de H°(K). La Jacobienne de C est JacC = C 2 /(Z 2 + tI?), oil r est la 
matrice des periodes normalisee. II y a 16 structures spin 5 = 5' + t5" — c.-a-d. des fibres en 
droites holomorphes L de degre 1 tels que L? = K — avec 5', 5" G \ Les structures 

spin impaires 5g = 5' e + r5" sont au nombre de 6 et sont enumerees par les points de Weierstrafi 
ai, c.-a-d. les zeros de leurs sections holomorphes. Les structures paires sont au nombre de 
10, ce sont celles qui n'admettent pas de section holomorphe. 

En genre deux, l'espace des fonctions theta de degre deux ©2 = TI12 est de dimension 4. 
Une base de ©2 est donnee par 

Q ^ _ 'y * ~ ^2.-Ki{n+e).T(n+e)+im(n+e).z 
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oil e G i Z 2 /Z 2 . La fonction 

ti(u + v)ti(u-v) = ^0 e (u)e e {v) (1) 

e 

est une fonction theta de degre deux en u mais aussi en v. L'application v t— > $(• +v) #(■ — v) 
determine un plongement de la surface de Kummer Jac C /Z 2 sur la quartique dans 
l'espace projectif tridimensionnel P02 — Z 2 est l'involution L ^ L~ l K ou d h —v. La 
fonction theta (|]) determine une forme quadratique non-degeneree sur l'espace 02 dual a ©2- 
On peut alors identifier 02 et ©2 en envoyant 4> G ©2 vers l{4>) G ©2 par 

= <<?(« + ■)<>(«- -),0>- 

Cette identification echange la base (9 e ) de ©2 et la base duale (9*) de Q* 2 , mais aussi la 
surface de Kummer Jff avec sa forme duale J(f* C P©2- La surface de Kummer duale est 
composee des formes lineaires proportionnelles aux formes d'evaluation 4> u : 

(6, ( / )u )=6(u). 

Le groupe des structures de spin (Z/2Z) agit sur Th^, pour k pair, par les endomorphismes 
[5], 5 = (5', 5"), definis par 

([5] 6)( U ) = e ^8"-r8"+2nikS"-u^ u + §l + 

Si k n'est pas divisible par 4, Taction est seulement projective : [5\] [82] = (— l) 4(5 i' 5 2 [S 1 + J 2 ] ; 
cette action se releve au groupe de Heisenberg. Pour k = 2, 

[6}6 e = (-l) iS '- e 6 e+s »- (2) 

L'action [5] preserve la surface de Kummer Jif et Taction transposed [<5]* preserve la surface 
de Kummer duale Jtf* . 

En genre deux, l'espace des modules des fibres vectoriels stables de rang deux et de 
determinant trivial est canoniquement isomorphe a P@2 \ o€ [115 1 . L'isomorphisme associe a 
un SL2-fibre E la fonction theta de degre deux s'annulant aux points u G C 2 correspondant 
aux duaux des sous-fibres en droites de E. Contrairement au cas general, la compactification 
semi-stable est lisse et 

^ss = re> 2 . 

Les points dans la surface de Kummer representent done les classes de Seshadri de fibres 
semi-stables non-stables. L'espace des phases du systeme de Hitchin pour G = SU2, sans 
points d'insertion, est done 

T*^V SS ^ T*P0 2 = { {9, (/)) g 2 x 0* I 6 + 0, (9, (/>} = 0} /C*, 

ou t G C* identifie les paires par {Q,(f>) ~ (t9,t~ 1 <j)). En tant qu'espace symplectique, e'est la 
reduction symplectique de T* (©2 \ {0}) par Taction de C*. En utilisant les bases (9 e ) et (#*), 
on a les decompositions 

9 = Y J Qe9 e , = Y J Pe9* e . 
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On peut alors representer T*jV ss par l'espace des paires (q,p) E C 4 x C 4 , q ^ 0, q ■ p = 0, 
avec Pidentification (q,p) ~ (tq,^ 1 p), muni de la forme symplectique dp A dq. 

On montre que l'application de Hitchin h P2 : T*FQ 2 -» H°(K 2 ) a une forme partic- 
ulierement simple : 



t,t'=i 



{x — ai){x — ay) \ 2lTi ) f-^ x - ae 



6 o 6 1,(2) 

, _ i ra/_ f dx y _ \^ n e fdxy (o\ 



OU 



r u >(6,<l>) = i([8t]e, [SffWiMe, wU: 

ou Si, Si> sont les structures spin impaires aux points ai et a? et 



hf\a,9,^) = J2 



df — a,fi 

Grace a I'equation (||), on peut recrire les rw en fonction de q et p. On obtient des polynomes 
homogenes de degre 2 en q e et p e . L'egalite Ylii'jki r w = 0> pour tout £, garantie que h P2 

(2) 

est une forme quadratique holomorphe. Des identites similaires montrent que les h\ ne sont 
pas tous independants. Comme on sait que le systeme est integrable, il y a bien entendu 3 
Hamiltoniens independants. 

La demonstration du resultat (|3|) se fait en quatre etapes. Les deux premieres sont le fait 
de van Geemen et Previato 73]. Ceux-ci montrent que pour tout 9 ^ et pour tout u G C 2 



tel que 6(u) = 0, on a 

h P2 (9,(p u ) = ~j^2 {d u -9(u) uj a ) 2 . 

Cette equation donne le polynome quadratique h p2 {9,.) sur la quartique J^ 9 * = J^* flP^ 1 
dans le sous-espace projectif de 0?i perpendiculaire a 9. En principe cela fixe completement 
l'application de Hitchin. Ensuite, ils observent que, pour chaque point de WeierstraB, la 
conique 

Vt = {C<j>eF9 ± | h P2 (9,(f>)\ ae =0} 

est la reunion de deux bitangentes a JPq*. Les equations des bitangentes a la surface de 
Kummer sont connues depuis bien longtemps. On peut alors obtenir l'application de Hitchin 
modulo un facteur multiplicatif ne dependant que de 9. Les dernieres etapes sont celles decrites 
dans Particle reproduit ci-apres. On montre que l'application de Hitchin possede une propriete 
d' auto-dualite : 

h P2 {i{4>),r\9)) = h P2 {9,<t ) ), 

i.e. h P2 {p,q) = h P2 {q,p). Cette propriete n'est pas du tout evidente quand on regarde l'espace 
des modules. Maintenant, on sait que le facteur multiplicatif est une constante. Celle-ci est 
fixee par un calcul assez triste de h P2 en des points speciaux de x . 

(2) 

La propriete d'involution des Hamiltoniens de Hitchin h\ est equivalente aux equations 
de type Yang-Baxter 

f r u > tii in \ f rw r nn i \ 

1 , \ + per. cycl. = 0, <^ , \=0 

i- ai — ai' ap — a£n j y.ai — ci£i a n — a n i J 
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avec {£,£'} n {n, n'} = 0. Les resultats de [72] sur la connexion de KZB — avec les memes 



(2) 

hypotheses de depart — permet de voir que les Hamiltoniens h\ sont une version modifiee du 



systeme de Neumann |Tl], 12C] dont on peut trouver la trace dans la Jacobienne des courbes 
hyperelliptiques [114]. L'espace des phases T*P 3 peut etre identifie avec l'orbite coadjointe 
G du groupe complexe SL4 composee des matrices de rang 1 sans trace |?)(p|. En utilisant 
le revetement double SL4 — ► SO@ et 1' identification 5(4 = soq, l'orbite G devient l'orbite 
composee des matrices antisymetriques J = (Jw) de rang 2 et de carre nul : J 2 = 0. Ces 
matrices sont de la forme Jw = QiPe> — PeQe' avec P, Q vecteurs de C 6 engendrant un sous- 
espace isotrope : Q 2 = Q • P = P 2 = 0. La forme symplectique est dP AdQ. Les fonctions Jw 
sur G ont pour crochets de Poisson 

{{ Jw, J^"} = — Jet" si £, £', £" sont differents, 
{ Jw, Jnn'f = si £, £', n, n' sont differents. 

Les formules donnant le passage de p, q a P, Q sont explicitees dans [70|. On trouve 



,n a t 

(2) 

L'involution des Hamiltoniens h\ est une consequence directe des relations algebriques dans 
soq. Le systeme de Neumann bien que tres proche est different du systeme de Hitchin. II prend 
en compte l'orbite coadjointe de SOjv formee des matrices antisymetriques de rang 2 et de 
carre non-nul. Contrairement a nos orbites, les orbites y ont des formes reelles non-triviales. 

On peut adapter la methode de Lax sur le systeme de Neumann [11] pour traiter notre 



systeme de Hitchin. La matrice de Lax L(X) = (L(X)ur) est donnee par 

L(\)u' = ^ Jw + a t <W- 
Les crochets de Poisson prennent la forme 

{L(X) U L( / u)} 2 = [L(X)i,r~(X,a)] - [L( M ) 2 ,r+(A, M )] 
ou les matrices r sont 

avec T(ve <g>vg>) = vp (8) vi et C(vg ®V£>) = 6w vu Vk pour une base orthonormale de C 6 , 
et r ± satisfont l'EYBC. La connaissance d'une matrice de Lax permet de faire beaucoup de 



choses. Dans J70[, on utilise celle-ci pour trouver les variables d'angles. La courbe spectrale 
y est une courbe hyperelliptique de genre 3. Les solutions du probleme aux vecteurs propres 
pour la matrice de Lax, sont codees dans un sous-fibre holomorhe en droites L de degre 4 
du fibre de rang 2 W = C 2 (g> G(\.co\ + 4002) au-dessus de 5? — 00 1 et 002 sont les points 
au-dessus de Pinfmi dans la courbe hyperelliptique 5? . En plongeant L dans la Jacobienne 
J 4 (y ) de par l'application d'Abel, on deduit que les Hamiltoniens h!f engendrent un hot 

constant sur J 4 (=5^). Ainsi, les variables d 'angle sont les coordonnees sur la Jacobienne de 

(2) 

Ja et les variables d'action sont les Hamiltoniens h\ . Dans le langage originel de Hitchin, 
la courbe spectrale est la courbe y' d'equation 



6 

y 2 = (x - ai) ■ ■ ■ (x - ate), cr 2 = -4 jj & iQ (x - a m ) 

1^1' 
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et de genre 5. C'est un revetement double de S. La construction generale donnerait pour les 
variables d'angle des points dans une variete Prym tridimensionnelle, dans la Jacobienne de 
dimension 5 des fibres en droites de degre —2 sur 5?" . 

Comme en genre zero et un, on peut coupler h P2 avec une differentielle de Beltrami. Le 
changement de structure complexe 5fi bouge les points de ramification ag. Soit u/ a = uj a + 
5co a + 5co a representant la nouvelle base de H°(K) avec 5uj a une (0, l)-forme et 5io a une (1, 0)- 
forme. Pour que co' a soit bien une (l,0)-forme pour la nouvelle structure complexe et pour 
qu'elle soit bien fermee, on doit necessairement avoir 

5u a = u a 5(i, d5uj a = -d(co a 5(i). 

L'equation sur Suj a a toujours des solutions. Les solutions sont obtenues modulo les formes 
abeliennes. Pour fixer cette liberte on demande que f u'P = 5 a ". On peut realiser S comme 
un revetement de CP 1 par l'application S9(h x(£) = uj 2 \£) j 'uj 1 (£) . Le nouveau revetement 
est 

UJ 11 UJ L UJ 1 

On obtient les points de ramification (' £ de x' en cherchant les solutions de l'equation d'x'((' e ) = 
0. En utilisant Q' e = Q + SQ, on obtient 

d 2 x(Q) + a(^) (Q) ~d(x 6 -^) (Q) = 0. 

Comme dx(Q) = la forme quadratique d 2 x(Q) est bien definie. Les points de ramifications 
sont isoles et d 2 x(Ce) 7^ 0. On peut done resoudre l'equation precedente pour 8Q. Les points 
de ramification (' e sont envoyes sur 

/ ( /• TAN <^ 2 /AN ^UJ ^~ / u \ 

a e = x{Q + 6Q) = a e + -^riCe) - ae ~^T\W- 

II suit 

8a t = a' e -a e = —((e) ~ 

On est en mesure de coupler h P2 avec une differentielle de Beltrami 5fx. Deja, de ce qui precede, 
on trouve 

d5x = d(x' - x) = — = x — =- = — j^- + x — — 

UJ L UJ 1 UJ 1 UJ 1 

d(xuj 1 5/i) d(uj l 5fx) , 

= : h x : = ax on. 

uj 1 uj 1 

On integre alors h P2 contre 5/i sur £ prive de petites boules autour des points de ramification 
et de deux points a 1'innni, on trouve 



f 6 



La difference dans le facteur multiplicatif provient du revetement double. 
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Le fibre determinant Jz? au-dessus de l'espace des modules Jf ss = PG2 s'identifie a l'espace 
dual au fibre tautologique au- dessus de PG 2 . Ainsi H°(^f k ) est 1' espace des polynomes 
homogenes ip de degre k au-dessus de 02- L'algebre 506 agit sur 02 par les operateurs 
differ entiels, toujours notes Jw, satisfaisant les relations de commutations (Q) ou crochets 
de Poisson sont remplaces par commutateurs. Dans le langage de (p,q), les operateurs sont 
obtenus apres le remplacement des pi = ps e dans Jyi par — d ae — on ne l'a pas ecrit mais on 
peut obtenir les elements de J en fonction des pi [fTCfl . La connexion de KZB a ete obtenue in- 
directement par van Geemen et de Jong |7^] . On trouve qu'a une 1-forme pres — van Geemen 
et de Jong definissent seulement la classe projective de connexions — 

6 

= J2Sa £ da e ip 



ou 



On peut alors retrouver ^ Hj> en quantifiant le Hamiltonien — -i Kg par le remplacement 

Jim l— * ^ir Jim- Les Hamiltoniens quantiques sont des operateurs differentiels d'ordre 2 sur 
O2 — C 4 . La connexion V est projectivement plate. 



154 



Systemes de Hitchin (articles) 



Self-duality of the SL2 Hitchin integrable 
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Abstract. We revisit the Hitchin integrable system [)3§|][f73|] whose phase space is 
the bundle cotangent to the moduli space J/ of holomorphic SL2-bundles over a 
smooth complex curve of genus 2. As shown in [115], JV may be identified with the 
3-dimensional projective space of theta functions of the 2 nd order, i.e. jV = P 3 . We 
prove that the Hitchin system on T* jV = T*P 3 possesses a remarkable symmetry: 
it is invariant under the interchange of positions and momenta. This property 
allows to complete the work of van Geemen-Previato [|73| which, basing on the 
classical results on geometry of the Kummer quartic surfaces, specified the explicit 
form of the Hamiltonians of the Hitchin system. The resulting integrable system 
resembles the classic Neumann systems which are also self-dual. Its quantization 
produces a commuting family of differential operators of the 2 nd order acting 
on homogeneous polynomials in four complex variables. As recently shown by 
van Geemen-de Jong these operators realize the Knizhnik-Zamolodchikov- 
Bernard-Hitchin connection for group SU2 and genus 2 curves. 



§1. Introduction 

In |pq] , Nigel Hitchin has discovered an interesting family of classical integrable models 
related to modular geometry of holomorphic vector bundles or to 2-dimensional gauge fields. 
The input data for Hitchin's construction are a complex Lie group G and a complex curve 
E of genus 7. The configuration space of the integrable system is the moduli space jY of 
(semi) stable holomorphic G-bundles over S. This is a finite-dimensional complex variety and 
Hitchin's construction is done in the holomorphic category. It exhibits a complete family of 
Poisson-commuting Hamiltonians on the (complex) phase space T*.jY . The Hitchin Hamil- 
tonians have open subsets of abelian varieties as generic level sets on which they induce 



additive flows [88]. More recently, Hitchin's construction was extended to the case of singular 



or punctured curves fl06| l[119l[]37|| providing a unified construction of a vast family of classical 
integrable systems. For £ = CP 1 with punctures, one obtains this way the so called Gaudin 
chains and for G = SL^v and £ of genus 1 with one puncture, the elliptic Calogero-Sutherland 
models which found an unexpected application in the supersymmetric 4-dimensional gauge 
theories |S3|. 
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In Section 2 of the present paper we briefly recall the basic idea of Hitchin's construction. 
The main aim of this contribution is to treat in detail the case of G = SL2 and £ of genus 2 
(no punctures). The genus 2 curves are hyper elliptic, i.e. given by the equation 

c 2 = n( A - A *) ( Le ) 

s=l 

where A s are 6 different complex numbers. The semistable moduli space j¥ has a particularly 
simple form for genus 2, 115 ]: it is the projectivized space of theta functions of the 2 nd order: 



JY = PH°(L 2 e ) (1.7) 

where Lq is the theta-bundle over the Jacobian J 1 of (the isomorphism classes of) degree 
7-1 = 1 line bundles^ I over S. dim c H°(Ll l ) = 4 so that jV = P 3 . This picture of jV is 
related to the realization of SL^-bundles as extensions of degree 1 line bundles. We review 
some of the results in this direction in Section 3 using a less sophisticated language than 



that of the original work [115]. The relation between the extensions and the theta functions 
is lifted to the level of the cotangent bundle T*JV in Section 4. The language of extensions 
proves suitable for a direct description of the Hitchin Hamiltonians on T* .jV . The main aim 
is, however, to present the Hitchin system as an explicit 3-dimensional family of integrable 
systems on T*P 3 , parametrized by the moduli of the curve. This was first attempted, and 



almost achieved, in reference | |73| . 

Let us recall that the Hitchin Hamiltonians are components of the map 

: T*JY — ► H°(K 2 ) (1.8) 

with values in the (holomorphic) quadratic differentials (K denotes the canonical bundle of S). 
Due to relation (p.. 7]), the map Jif may be viewed as a .ff (ir 2 )-valued function of pairs (6, (f>) 
where 9 £ H°(Lq) and (j> from the dual space H°(Lq)* are s.t. (6, <p) = 0. Fix a holomorphic 
trivialization of Lq around I G J 1 and denote by cf>i the linear form that computes the value 
of the theta function at I. As was observed in Jf^], 

.^(Mi) = -^{d0{l)f (1.9) 

(with appropriate normalizations). In the above formula, 9 is viewed as a function on J 1 and 
d9(l) as an element of H°(K). Since 9(1) = 0, the equation is consistent with changes of the 
trivialization of Lq. 

The map J 1 9 I 1— ► 0/ induces an embedding of the Kummer surface J 1 /Z2 with I and 
l~ l K identified into a quartic J?T* in FH°(Lq)* . The Kummer quartic is a carrier of a rich 
but classical structure, a subject of an intensive study of the nineteenth century geometers, 
see |)lj and also the last chapter of [p^] . The reference ]73| used the relation ( |1.9|) and a 
mixture of the classical results and of more modern algebraic geometry to recover an explicit 
form of the components of the Hitchin map Jf? up to a multiplication by a function on the 
configuration space. The authors of [fflf l checked that the simplest way to fix this ambiguity 
leads to Poisson-commuting functions but they fell short of showing that the latter coincide 
with the ones of the Hitchin construction. 



*we use the multiplicative notation for the tensor product of line bundles 
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Among the aims of the present paper is to fill the gap left in [73]. We observe that the 



proposal of [73 1 has a remarkable self-duality property: it is invariant under the interchange 
of the positions and momenta in T*P 3 . We show that the Hitchin construction leads to a 
system with the same symmetry. This limits the ambiguity left by the analysis of |7^] to a 
multiplication of the components of ffl by constants. A direct check based on Eq. (|1.9| ) fixes 
the normalizations and results in a formula for the Hitchin map which uses the hyperelliptic 



description (1.6) of the curve. Namely, 



where r s t are explicit polynomials in (9, (ft) given, upon representation of (6, (ft) by pairs (q,p) £ 
C 4 x C 4 , by Eqs. fl7j7|) below. The above expression for Jf? has a similar form as that for the 



Hitchin map on the Riemann sphere with 6 insertion points A s , see e.g. Sect. 4 of [43], except 



for the structure of the terms r s t- This is not an accident but is connected to the reduction 



of conformal field theory on genus 2 surfaces to an orbifold theory in genus [98][14£]- We 
plan to return to this relation in a future publication. 

Let us discuss in more details how we establish the self-duality of the Hitchin Hamiltonians. 
The main tool here is an explicit expression for the values of the Hitchin map off the Kummer 
quartic J(f* which we obtain in Section 5. Our formula for J%?(9, (ft) requires a choice of a pair 
of perpendicular 2-dimensional subspaces (n, H ± ) where 9 6 n C H°(Lq) and (ft 6 II 1 - C 
H°(Lq)* (there is a complex line of such choices). The plane H 1 - corresponds to a line FTl 1 - 
in FH°(Lq)* which intersects the Kummer quartic J^* in four points C*(fti. , j = 1,2,3,4, 
(counting with multiplicity). Whereas the analysis of (7^] was mainly concerned with the 
geometry of bitangents to with two pairs of coincident (fti^'s, we concentrate on the 
generic situation with (fti-'s different. Then any two of them, say C*^ and C*(fti 2 , span U ± . 
n is composed of the 2 nd order theta functions vanishing at l\ and li. In particular, 

(ft = ai<ft h + a 2 <fti 2 and 9{h) = = 6(l 2 ) ■ (1-H) 

Let x\ + x 2 and X3 + 24 be the divisors of l\l 2 and of lil^K, respectively, where x\ are four 
pointsQ in E. If l\ / K, which holds in a general situation, then the quadratic differential 
Jif(6, <p) is determined by its values at Xi which, as we show in Section 5, are 

^(9^)(xi) = --Lj {a l d9{l l )±a 2 d9{l 2 )f(x l ). (1.12) 

Sign plus is taken for x\ and x-i and sign minus for X3 and X4. Note that for (ft = <pi with 
6(1) = the above equation reproduces the result (|Q|). 

As we recall at the end of Section 3, there exists an almost natural linear isomorphism 1 
between H°(Lq)* and H°(Lq). What follows is independent of the remaining ambiguity in 
the choice of 1. The identity (9, (ft) = (l(<P), i _1 (0)) implies that if (6, (ft) is a perpendicular 
pair then so is (9', (ft') where 9' = t((ft) and (ft' = l" 1 (9). Thus 1 interchanges the positions 
and momenta in T*JV. We may take (n', n /_L ) = (i(J\^), t -1 (n)) as a pair of perpendicular 
subspaces containing (9', (ft'). The line Pn /_L meets J^* in four points C*0//. Equivalently, 



*the other two lines of intersection of PIT X with Jff* correspond to I3 and I4 with £1/3 = @{%\ + X3), 
hl~ x K = &(xi + x 4 ), hh = G{x x + xa), hlJ X K = ff(x 2 + x 3 ) 
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C*l((/)i') are the points of intersection of PII with the Kummer quartic Jif = l(J^*) C 
¥H°(Lq). In general situation, H' ± is spanned by any pair of 4>V. ' s so that 

41 = oi0,/ + a' 2 <^ and 0'(Z' X ) = = 0'(Z' 2 ) (1.13) 
which is the dual version of relations ( 1.11] ). Equivalently, 



9 = a[L^ l{ ) + a' 2 ^) and (l(^), 0) = = ( t (0,,), 0) . (1.14) 

Let yi be the points associated to lj the same way as the points Xi were associated to lj. lj 
may be chosen so that yi and Xi coincide modulo the natural involution of S fixing the six 
Weierstrass points. Formula ( |1.12 ) implies then that 



= {a! 1 de'{l' 1 )±a' 2 de\l' 2 )f{y i ). (1.15) 



Points yi in Eq. ( |l,15|) may be replaced by Xi since the quadratic differentials are equal at point 
x if and only if they are equal at the image of x by the involution of S. A direct calculation of 
the coefficients ax, a 2 and a[, a! 2 appearing on the right hand sides of Eqs. ( |1.12| ) and ( 1.15 ) 



shows then that both expressions coincide, establishing the self-duality of The verification 
of this equality is the subject of Section 6. 

In Section 7, we recall the main result of reference and show how the self-duality may 
be used to complete the analysis performed there and to obtain the explicit form ( 1.1CQ of 



the Hitchin map. We briefly discuss the relation of that form to the classical Yang-Baxter 
equation. 

An appropriate quantization of Hitchin Hamiltonians leads to operators acting on holomor- 
phic sections of powers of the determinant line bundle over JV and defining the Knizhnik- 



Zamolodchikov-Bernard-Hitchin |99||23||22| |89|| connection. In our case, the sections of the 
powers of the determinant bundle are simply homogeneous polynomials on H (Lq). It is easy 
to quantize the Hamiltonians corresponding to the components of the Hitchin map ( |1.10 ) in 



such a way that one obtains an explicit family of commuting 2 nd order differential operators 
acting on such polynomials. The corresponding connection coincides with the explicit form of 
the (projective) KZBH connection worked out recently^ in |ff2]] . 

The quantization of the genus 2 Hitchin system is briefly discussed in Conclusions, where 
we also mention other possible directions for further research. Four appendices which close 
the paper contain some of more technical material. 

We would like to end the presentation of our paper by expressing some regrets. We apologize 
to Ernst Eduard Kummer and other nineteenth century giants for our insufficient knowledge 
of their classic work. The apologies are also due to few contemporary algebraic geometers 
who could be interested in the present work for an analytic character of our arguments. To 
the specialist in integrability we apologize for the yet incomplete analysis of the integrable 
system studied here and, finally, we apologize to ourselves for not having finished this work 2 
years ago. 



*we thank B. van Geemen for attracting our attention to ref. J72J] and for pointing out that this work may 
be used to fix indirectly the precise form of the Hitchin map 
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§2. Hitchin's construction 

Let us assume, for simplicity, that the complex Lie group G is simple, connected and 
simply connected. We shall denote by q its Lie algebra. The complex curve S will be assumed 
smooth, compact and connected. Topologically, all G-bundles on £ are trivial and the complex 
structures in the trivial bundle may be described by giving operators d+A where A are smooth 
0-valued 0,1-forms on E §. Let sf denote the space of such forms (i.e. of chiral gauge fields). 
The group of local (chiral) gauge transformations composed of smooth maps h from £ to 
G acts on operators d + A by conjugation and on the gauge fields A by 

A i — > h A = hAh- 1 + hdhT 1 . 

Two holomorphic G-bundles are equivalent iff the corresponding gauge fields are in the same 
orbit of &. Hence the space of orbits s/ /5f coincides with the (moduli) space of inequivalent 
holomorphic G-bundles. It may be supplied with a structure of a variety provided one gets rid 
of bad orbits. This may be achieved by limiting the considerations to (semi)stable bundles, 
i.e. such that the vector bundle associated with the adjoint representations of G contains 
only holomorphic subbundles with negative (non-positive) first Chern number. For 7 > 1, the 
moduli space jY s = s/ s /& of stable G-bundles is a smooth complex variety with a natural 
compactification to a variety jY ss , the (Seshadri-)moduli space of semistable bundles |115f| . 

The complex cotangent bundle T* ,jV s may be obtained from the infinite-dimensional bundle 
T*s/ S by the symplectic reduction. T*s/ S may be realized as the space of pairs (A, <3?) where <3? 
is a (possibly distributional) q- valued 1,0- form on E, A G s/ s and the duality with the vectors 
5A tangent to s/ is given by 

/ tr $ A 6 A 

with tr standing for the Killing form. The action of the local gauge group on sf s lifts to a 
symplectic action on T*s/ S by 

$ , — , h$ = h^h- 1 . 

The moment map \i for the action of <S on T* .jV s is 

(J,(A,$) = d$ + AA$ + $AA = d A $ . 

Note that it takes values in g-valued 2- forms on S. These may be naturally viewed as elements 
of the space dual to the Lie algebra of 5f . The symplectic reduction of T*s/ S realizes T*^V S as 
the space of <S -orbits in the zero level of \i: 

T*JV S n-\{Q})/9 . 

For a homogeneous G-invariant polynomial P on q of degree dp, the gauge invariant ex- 
pression P(&) defines a section of the bundle K dp of dp-differentials on S. If $ is in the zero 
level of n then P(&) is also holomorphic. Hence the map $ 1— ► P(<&) induces a map 



Jf P : T*js — > H°(K dp ) 
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into the finite dimensional vector space of holomorphic differentials of degree dp on S. The 
components of such vector-valued Hamiltonians clearly Poisson-commute since upstairs (on 
T*£/ s ) they depend only on the momentum variables By a beautiful argument, Hitchin 
showed [gg] that taking all polynomials P one obtains a complete system of Hamiltonians in 
involution and that the collection of maps .JFp defines in generic points a foliation of T* \yV s 
into (open subsets of) abelian varieties. 

Let us briefly sketch Hitchin's argument for G = SL2. There is only one (up to normal- 
ization) non-trivial invariant polynomial P2 on 3(2 given by, say, half of the Killing form. 
iff = J%p 2 maps into the space of quadratic differentials. A non-trivial holomorphic quadratic 
differential p determines a (spectral) curve £' C K given by the equation 

= pOr(fl) (2.1) 

where ^ G K and ir is the projection of K on E. The map ^ ^ gives an involution a of 
T,' . Restriction of ir to £' is a 2-fold covering of £ ramified over 4(7 — 1) points fixed by <r, 



the zeros of p. £' has genus 7' = 47 — 3. If p = ^tr (<I>) 2 then relation (2^1) coincides with 
the eigen- value equation 

det (<&—£•!) = 

for the Lax matrix <3>. Let for each 7^ £ G denote the corresponding eigen-subspace of 

<J>. By continuity, extend to vanishing £ in £' and U^Zg forms a line subbundle I of X' x C 2 . 
In fact, Z is a holomorphic subbundle with respect to the complex structure defined on X' x C 2 
by d + A o ir. The degree of / is —2(7 — 1). Besides, 

l(a*l) = tt* K~^~ . (2.2) 



Conversely, given £' and a holomorphic line bundle I of degree —2(7 — 1) on it satisfying ( [2.2D , 
we may recover a rank 2 holomorphic bundle E of trivial determinant over E as a pushdown 
of / to S. Thus for 7^ £ E £w£) = Zf ® E corresponds to a unique holomorphic 
SL2-bundle which, if stable (what happens on an open subset of I's) defines a point in the 
moduli space JV S . A holomorphic 1,0-form with values in the traceless endomorphisms of E 
acting as multiplication by ±£ on l±g C -EW) defines then a unique covector of T*,jV s . Thus 
£' encodes the values of the quadratic Hitchin Hamiltonian Jrf? (i.e. of the action variables) 
whereas the line bundles I satisfying relation ( |2.2| ) form the abelian (Prym) variety (of the 
angle variables) describing the level set of J^C. 



§3. SL2 moduli space at genus 2 

We shall present briefly the description of the moduli space .jY s for G = SL2 and 7 = 2 



which was worked out in [ 115 ]. 



Let us start by recalling some basic facts about theta functions. We shall use a coordinate 
rather than an abstract language. The space of degree 7 — 1 holomorphic line bundles forms a 
Jacobian torus J 7-1 of complex dimension 7. Fixing a marking (a symplectic homology basis 
(A a , B b ), a, b = 1, . . . , 7), we may identify J 7 " 1 with C 7 /(Z 7 + rZ 7 ). r = (r afe ) is the period 
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matrix, i.e. r ab = f B uj a where uj a are the basic holomorphic forms on £ normalized so that 
f A u> b = 5 ab . The point G C 7 corresponds in J 7_1 to a (marking dependent) spin structure 
Sq, i.e. a degree 1 bundle such that Sq = K. u G C 7 describes the line bundle V(u)Sq where 
V(u) is the flat line bundle with the twists e 2mub along the cycles. The set of degree 1 
bundles I with non-trivial holomorphic sections forms a divisor of a holomorphic line bundle 
Lq over J 7-1 . Holomorphic sections of the k-th power (k > 0) of Lq are called theta function 
of order k. With the use of a marking, they may be represented by holomorphic functions 
u i ^ 6{u) on C 2 satisfying 

6{u +p + rq) = e -^ q -r q -2nik q -u 9 ( u j (3 ^ 

for j),g£Z 7 . The functions 

— e wik (n+e/k)-T(n+e/k) + 2wik (n+e/k)-u (3 2) 

where e G Z 7 /fcZ 7 form a basis of the theta functions of order k. Hence dim H°(Lq) = 
k 1 . In particular, the Riemann theta function 6i t o{u) = $(11) represents the unique (up to 
normalization) non-trivial holomorphic section of Lq. It vanishes on the set 

7-1 

Jlo-A\ Xi £ E,...,x 7 _i G £} 

•=1 3,0 

representing the divisor 0. Here A G C 7 denotes the (xo-dependent) vector of Riemann 
constants. All theta functions of order 1 and 2 are even functions of u. 

For 7 = 2, the divisor is formed by the bundles 6{x) with divisors x G S. ^(x) = 
V( a; — A) So- The pullback of the theta bundle Le by means of the map x 1— > £?(x) is 
equivalent to the canonical bundle if. The equivalence assigns 1,0- forms to functions repre- 
senting sections of the pullback of Lq : 

e ab d b #(fuj- A) 1 ^ w a (x). (3.3) 

xo 

X 

This is consistent since vanishing of i?( J cj — A) implies that 

d a 0(fu-A) u a (x) = 0. 

XO 

Hence any multivalued function on S picking up a factor e 7riT 27 ™^o w A •* when x goes 
around the B a cycle and univalued around the A a cycles may be identified with a 1,0-form 
on S. 

As already suggested by the discussion at the end of Sect. 2, for the SL2 group it is more 
convenient to use the language of holomorphic vector bundles (of rank 2 and trivial determi- 
nant) than to work with principal SL2-bundles. Of course the first ones are just associated to 
the second ones by the fundamental representation of SL2. Any stable rank 2 bundle E with 
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trivial determinant is an extension of a degree 1 line bundle / ([ |115| , Lemmas 5.5 and 5.8), 
i.e. it appears in an exact sequence of holomorphic vector bundles 

— ► r x ^E^l — ► . (3.4) 

The inequivalent extensions (3.4) are classified by the cohomology classes in ff 1 (/ -2 ). This 



may be seen as follows. Taking a section of zu, i.e. a smooth bundle homomorphism s : I —>■ E 
such that w o s = id\, we infer that zuds = and hence that ds = a b for b a 0,1-form with 
values in Hom(Z,/ _1 ) = l~ 2 , i.e. b £ A 01 (/ -2 ). 6 is determined up to where is a smooth 
section of l~ 2 , i.e. <p S T(r 2 ). The class [b] in A Q1 (r 2 )/r(i -2 ) = H l {l~ 2 ) determines the 
extension ( |3.4[) up to equivalence. Each b corresponds to an extension: one may simply take E 

equal to l~ 1 © I with the 3-operator given by d _, + ( ^ ^ j . Proportional [6] correspond to 

i ffii \ (J U y 

equivalent bundles £7. If E is a stable bundle then the extension ( |3.4j ) is necessarily nontrivial, 
i.e. [6] / 0. 

Let Ce denote the set of degree 1 line bundles I s.t. H°(l ® E) ^ (equivalently, s.t. £7 
is an extension of I). This is a complex 1-dimensional variety. It was shown in |115| ] that Ce 
characterizes the bundle E up to isomorphism and that there exists a theta function 9 of the 
2 nd order which vanishes exactly on Ce- The assignment E i— ► C*6 gives an injective map 

m : JV S — ► FH°(Lq) . (3.5) 

Let V(ui)So = l Ul £ Ce- E may be realized as an extension of l Ul which is characterized by 
[b] e H l (l~ 2 ). Then one may take 

6(u) = I K{x;u!,u) Ab(x) . (3.6) 



where 



K(x; «i, u) = i9( / uj — u\ — u — A) #( / uj — u\ + u — A) 

, -l 

ab 



e ab d b $(f u-A)\ uj a (x) (3.7) 



x 

(it does not depend on the choice of a = 1, 2). Let us explain the above formulae. K (x; ui,u), 
in its dependence on x, is a multivalued holomorphic 1,0-form. More exactly, the function 

x i ^ 0(J aj-m -u- A) (3.8) 
is multivalued around the -B a -cycles picking up the factor 

VXQ 1 / 

when x goes around B a so that it describes an element S2 £ H°(l Ul l u ) (non- vanishing if 
u\+u g" 1? + rZ 2 ). Similarly, 

x i — ► i?( / a; — iti + u — A) (e ab d b $(] uj - A)^ <j a (x) 

XO V ^0 / 
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picks up the factor 

e 2ni(uf-u a ) 

when x goes around B a and describes a holomorphic 1,0- form x with values in l u ^Z l (non- 
vanishing if u\ — u G" 1? + rZ 2 ). The product 

S2X = K(- ;ui,u) is a holomorphic 1,0-form 
with values in Z 2 x and it may be paired with b G A 01 (/~ 2 ) via the integral over x on the 
r.h.s. of Eq. ( |3.6| ), The integral is independent of the choice of the representative b of the 
cohomology class [b]. In its dependence on u, K(x; u\,u) is a theta function of the 2 nd order 
and so is 6{u). In Appendix 1 we check explicitly that 6 given by Eq. ( |3. 6| ) possesses the 
required property. 

The product of the two shifted Riemann theta functions $(u'—u) $(u'+u) is a theta function 
of the 2 nd order both in v! and in u (and it is invariant under the interchange u' <-> u). Let i 
denote the (marking dependent) linear isomorphism between the spaces H°(Lq)* and H°(Lq) 
defined by 

l^){u) = +«), <j>) (3.9) 

An easy calculation shows that 

$(v! - u) d{u' + u) = J2 d 2,e( u ') d 2,e( u )- ( 3 - 10 ) 

e 

Hence t interchanges the basis (#2,e) of H°(Lq) with the dual basis (0| e ) of H°(Lq)*. Denote 
by </> u the linear form on H°(Lq) that computes the value of the theta function at point 
u G C 2 . The Kummer quartic JT* C H°(I%)*, JT* = {C*(j) u > \v! G C 2 } is mapped by the 
isomorphism i into a quartic C H°(Lq) of theta functions proportional to 

■u i — > #(«' — u) $(u' + u) 

for some u' G C 2 . 

One may define a projective action of (Z/2Z) 4 on H°(Lq) by assigning to an element 
(e, e') G (Z/2Z) 4 , with e, e' = (0,0), (1,0), (0, 1) or (1, 1), a linear transformation U e>e ' s.t. 

(£/e, e /0)(u) = e^ ie '- Te ' +2 ™ e '- u e(u+±(e + Te')). (3.11) 

The relation U ei ^U e2 ^ = (— l) ei ' e 2 j7 ei+e2je / +e ^ holds so that f7 lifts to the Heisenberg 
group. In the action on the basic theta functions, 

The marking-dependence of the isomorphism i of Eq. (|3.9| ) is given by the action of (Z/2Z) 4 . 
It is easy to check that this action preserves Jif and that the transposed action of (Z/2Z) 4 
preserves . The (Z/2Z) 4 symmetry of the Kummer quartics allows to find easily their 
defining equation, see Appendix 3. 

It was shown in |11E| 1 that the image of JV S under the map (|3.5| ) contains all non-zero 
theta functions of the 2 nd order except the ones in the the Kummer quartic J^. The latter 
correspond, however, to the (Seshadri equivalence classes of) semistable but not stable bundles 
so that the map m extends to an isomorphism between JV SS and ¥H°(Lq) showing that .jV ss 
is a smooth projective variety. 
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§4. Cotangent bundle 

Let us describe the cotangent space of JV S at point E. The covectors tangent to JV S at 
E may be identified with holomorphic 1,0- forms with values in the bundle of traceless 
endomorphisms of E. We may assume that E is an extension of a line bundle I of degree 1 

realized as Z -1 © Z with d„ = d _, + B where B = \ ) . Then 

i si \ (j (J / 



where /i G A 10 , G A 10 (r 2 ), 77 G A 10 (Z 2 ) and 

a 2 T/ = 0, d/j, = -r]Ab, d i _ 2 u = 2/j,Ab . (4.2) 

It is easy to relate the above description of covectors tangent to J/" s to the one of Sect. 2. 
Let ^ : Z _1 © I —>■ S x C 2 be a smooth isomorphism of rank 2 bundles with trivial deter- 
minant. Then % d E <%~ 1 = d + A for a certain sb-valued 0,1-form A and = ^^l^ -1 
satisfies 9 4 <3? = 0. The ^ orbit of (A, $) is independent of the choice of and the quadratic 
Hitchin Hamiltonian takes value ^tr(<I>) 2 on it. The latter expression is clearly equal to 
^tr(^) 2 = /x 2 + r\v which, as easily follows from relations ( [4.2|) , defines a holomorphic 
quadratic differential. Hence 

J4?(E,V) = fj? + r]v . (4.3) 

We would like to express the latter using the theta function description of T* Jf ss = T*FH°(L^) 
where the covectors tangent to JV SS at C*6 are represented by linear forms <fi on H°(Lq) s.t. 
(M)=0. 

Let I = l Ul G Ce, i-e. 9{u\) = for the theta function corresponding to E. We shall assume 
that Z 2 7^ K i.e. that 2u\ G" T? + rZ 2 . An infinitesimal variation 5E of the bundle E in ^ 

may be achieved by changing <9 B = <9 ; _ lffi; + B with B = f jj^ to 

/Vfoii(ImT) _1 ZJ 6 + <56 \ rr , /. , s 

9 , + „ r /t n i- = d p + 5B (4.4) 



(all other variations of d E may be obtained from ( |4.4j ) by infinitesimal gauge transformations). 
Clearly 

(6E,W) = jtr^A5B = -2vr5tii(Imr)" 1 / ^AuJ + / rjA5b. (4.5) 

Note that the line bundle 1 U1 with the 9-operator changed to d t — 7r5tii(Imr) _1 ZZJ is equiv- 
alent to l Ul +6ui = ^ an d the equivalence is established by multiplication by the multival- 
ued function x 1— * e 2mSui ( lmT ^ J* Ima; _ Hence Z _1 © Z with the 3-operator given by Eq. 

(4.4) is equivalent to Z /_1 © I' with the 9-operator d x + ^ "t, ^ ) where 5'b{x) = 
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5b — 4ni <5ui(ImT) _1 ( / lmu)b(x). The last bundle corresponds by the relation (|3.6[) to the 
theta function 



(9 + 59){u) = K(x;u 1 + 5u 1 ,u)A(b(x)+6'b(x)). 
Hence 5E is represented by the variation 

56(u) = - 2vr5<(Imr); b 1 f L b (x; u 1: u) A b{x) + I K(x; u\,u) A Sb(x) (4.6) 
of the theta function, where 

L a (x;m,u) = iffoui.u) /(u/ 1 -^) - ^lmr ab d u iK(x;ui,u) . (4.7) 



Note that as functions of x, L a (x; u\,u) are 1,0-forms with values in l\ (as are K(x; ui, u)). 
They are not holomorphic: 

d x L a (x; ux, u) = K(x; u\, u) A uf(x) . 

As functions of u, L a (x; u\,u) are theta functions of the 2 nd order. 

We would like to find an explicit form of the Lax matrix ^ representing the linear form (f> 
on H°(Lq) s.t. (6, 4>) = 0. We shall achieve this goal partially, finding the entries rj and n of 
the matrix (|4.l| ). The correspondence between \I/ and (j) is determined by the equality 



(6E,V) = (56, 0) 
Since the left hand side is given by Eq. ( |4.5| ) and 59 by Eq. (|4.6| ), we obtain 

-27T<5ni(Imr) _1 / fi AuJ + / rj A 5b 

J S E 

= -2vr,5<(Imr); b 1 [(L b (x; Ul , ■) , 0} A b(x) + [(K(x;u u ■) , 0) A 5b(x) . (4.8) 

E E 

Taking <5ui = we infer that 

77(x) = (tffoui, •), 0) (4-9) 
is the lower left entry of the matrix ^ corresponding to the linear form cf>. 

It is easy to find the entry ^ of ^ representing the linear form (f> Ul (recall that <p Ul computes 
the value of a theta function in H°(Lq) at point u\). Since K (x; ui,ui) = 0, it follows from 
Eq. (|4.9|) that rj = in this case. Eq. ([4.8]) reduces then to 



27r^«i(Imr) 1 / hAuj = 5u\ I d u aK(x; u\, u\) A b(x) 

J E -' E 

: -<5ti" / d u aK(x;ui,ui) Ab(x) = - Su® d a 6(u\) . 



This fixes fi uniquely: 

ii = ^d a e( Ul )u a . (4.io) 



4- Cotangent bundle 



165 



Let us check that there exists v G A 10 (Z n 2 ) such that the last equation of ( |4.2| ) holds. For this 
it is necessary and sufficient that 

KfiAb = (4.11) 

for a non-zero holomorphic section k of l\ x = V(2u\)K (dimif (i^ ) = 1 if 2ui Z 2 + rZ 2 ). 
But such a section may be represented by the function 

x i-> ■&(]<*} — 2«i - A) 
so that, recalling the definition (3.7), we obtain 

k uj a A 6 = / e ab d ub K(x; Ul , Ul ) Ab(x) = e ab d b 9(ui) . (4.12) 



s 



Hence the relation ( 4.11] ) follows for fx given by Eq. ( |4. 10 ) . The 1,0- form v satisfying the last 
relation of is now unique since H°(l~^K) = {0}. 

We would like to find the entry fi of corresponding to more general linear forms (j) s.t. 
(9, 4>) = 0. Recall that 9 with 9(ui) = may be given by formula ([O]) with b € A ' 1 ^" 2 ). 
Note that any 2 nd -order theta function 59 vanishing at u\ and not in the Kummer quartic 
may be written as 



89{u) = / K(x;u 1 ,u) A6b(x) (4.13) 
J s 

with 5b E A 01 (Z~ 2 ) since it corresponds to an extension of l Ul . The space of 59 vanishing at u\ 
is 3-dimensional, as well as the space H l {l~ 2 ) of classes [5b] and the assumption that 59 
is obviously superfluous. Set for a linear form tjj on H°(Lq), 

rj^x) = (K(x; Ul , •), ip) . (4.14) 

defines a holomorphic 1,0- form with values in l\ v We have 

(69,^) = I rj^A5b (4.15) 



for 59 given by Eq. (4.13). By dimensional count, the map -0 i — >- 77^, is onto H"(l% K) with the 
1-dimensional kernel spanned by 4> Ul . Specifying Eq. ( 4.15| ) to 59 oc 9, we obtain the relation 



<0,V> = / ftyAft (4.16) 

which determines the class [b] G H l (l~ 2 ) in terms of 9. On the other hand, taking ip = (ft in 
Eq. ( 4.14| ), we infer that r\ = if and only if (/> is proportional to <p Ul , the case studied before. 

If V<t> 7^ then depends on the choice of the representative b in the class [b] 6 H 
characterizing E 1 as the extension of Z U1 . Under the transformation 61-^6 + <9(/9 where 93 is a 
section of Z~ 2 , 

77 1 — > 77 , /i 1— > // + 9377, v h-> i> — 2tpfi — tp 2 i] . 
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The pairing of the theta functions L a {x; u%, • ) of Eq. ( [4.7] ) with the linear form (j) gives two 
1,0-forms with values in 1^ : 

X a (x) = (L a (x;-, Ul ),<t>) s.t. d X a = V^- (4.17) 



Specifying the equality (4.8) to the case with 5b = 0, we infer the relation 

/xAcj" = f x a /\b (4.18) 



which, together with the equation 

d/j = —rj A b (4.19) 

determines ji completely. In Appendix 2, we show that \i fixed this way satisfies the relation 
J Kfi A b = and hence defines a unique 1,0-form i/ with values in s.t. dv = 2fj, A 6. 



§5. Hitchin Hamiltonians 

From the relation ( |4.3| ) and the explicit form of $ corresponding to (p Ul (rj vanishing, /x 
given by Eq. ( |4.10|) ) , one obtains 

J4?(e,ai<f> ui ) = -^al{d a e{ Ul )uj a f . (5.1) 



The right hand side is a quadratic differential. Eq. ( |5.1|) , whose projective version was first 
obtained in J73|, is consistent with the rescaling ^ tO and <f> \— > i _1 (/> for t G C*. It describes 
the value of the Hitchin map J2f on the special covectors, namely those represented by the 
pairs (6, <f>) s.t. C*4> is in the intersection of the Kummer quartic with the plane 
(8, 4>) = 0. The linear span of Jf^ gives the whole cotangent space T e jV ss . Indeed, any theta 
function of the 2 nd order 50 which vanishes on Cb has to be proportional to and defines a 
zero vector in Te^Ks- ^ s itself a quartic. Hence the restriction of the quadratic polynomial 
J%? to six lines in in a general position determines Jt? completely. 

It is possible to find a more explicit description of the values of J4? away from Jtf^ and this 
is the main aim of the rest of the present section. Suppose then that the entry rj in ^ does 
not vanish. Let X{, i = 1, ... ,4, be its four zeros. We shall assume that rj cannot be written 
as for k G i?°(Z^ 1 ) and u £ H°(K). This is true for generic <fi. In this case, rj = a,2r)(f> U2 
for some a<i 6 C* and for U2 satisfying 

X\ X 2 X 3 X4 

u\ + U2 = J uj + J u> — 2A and U\ — U2 = f u + f u — 2A , (5-2) 

XO XO XO XO 

u\ ± U2 Z + rZ. Indeed, ^^(x) is a holomorphic section of l\ x K represented by the 
multivalued function i9(/^ u> — u\ — U2 — A) i?(/^ w — ui + ii2 — A) vanishing exactly at x,- L 
and such a section is unique up to normalization. We infer that in the action on the theta 
functions of Eq. ( 4.13; ), the linear forms 4> and a24> U2 coincide. Since Eq. (|4.13|) gives all theta 



functions vanishing at u\, it follows that 



<j) = ai (j) Ul + a 2 4> U2 



(5.3) 
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for some a\ £ C. Let us stress that, to fix normalizations, u\ and ti 2 should be viewed as 
elements of C 2 with x\ in relations ( |5.2[) belonging to the covering space £ of S. The relation 
(9, (ft) = implies that 0(ii 2 ) = 0. 

Summarizing, we have shown that a generic pair (6, (ft) s.t. {0,<ft) = may be obtained 
by first choosing u\ and ii 2 s.t. 2u\, 2u 2 , u% ± U2 Z + rZ and then taking 9 from the 
2-dimensional space of theta functions vanishing at U\ and U2 and </> from the orthogonal 
subspace. The zeros Xi of 77 are determined from Eqs. ( |5.2j ) (as the zeros of "!?(/^ w — u\ db u 2 — 
A)). For simplicity, we shall assume that they are distinct (this is true for generic (ft). Then 
the differentials drj(xi) £ (l 2 i K 2 ) Xi do not vanish. 

A quadratic differential p £ H°(K 2 ) is determined by its values at four points x% which 
form a divisor of l 2 ai K 7^ K 2 . Since dimH°(K 2 ) = 3, there is one linear relation satisfied by 
all p(xi): 

4 

s ^p(xi)K(x i )d7](x i )~ l = 
i=i 

for 7^ K £ H°(l 2 ). It expresses the fact that the sum of residues of the meromorphic 
1,0-form pur] -1 has to vanish. For p = J4?(6,<ft) = p 2 + rju, 

p(xi) = p(xi) 2 

so that it is enough to know p(xi) in order to determine J4?(9,(ft). Note that although the 
1,0-form p depends on the choice of the representative b of the class [b] £ H 1 ^ 2 ) defined by 
Eq. ( 4.16] ), the values p(xi) are invariant since under b 1— > b + dip the 1,0-form p changes to 



p + tprj- 

It remains to find p(xi). Consider the meromorphic function rj^rj -1 . Viewed as a distribu- 
tion, dirj^r) ) is supported at the poles of r\^r}~ x and 



pAd(rj^r] 1 ) = -2m ^ p(x i )r]^{x i ) dr](xj) 



-1 



for any (smooth) 1,0-form p. In particular, for p satisfying Eq. ( 4.19 ) we obtain 



4 1 f 1 

^/j(xi)??^(xi)ar/(xi) _1 = — rjipAb = 2^ (e,ip). (5.4) 

i=l J v 

Recall that run through the three-dimensional space H°(l% K). If r]^{xi) = for all i 
then r]^ has to be proportional to 77 = a-if]^ . Hence vectors {r\^(xi)) form a 2-dimensional 
subspace in £&(l 2 K) Xj and equations G5.4|) determine vector (/j(xj)) E ® up to a 2- 

i i 

dimensional ambiguity spanned by (uj a (xi)) (indeed, as the residues of the meromorphic 1,0- 
form 7]^r]~ 1 uj a , the numbers io a (xi)r]^(xi) dr)(xi)~ 1 sum to zero). It is clearly enough to take 



for tft in Eq. (5.4) any two linear forms independent of (ft Ul and <ft U2 . In the generic situation, 



we may choose the forms d a (ft Ul defined by 



(9, da<ft Ul ) = d a 0(ui) . 
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Denoting the corresponding 1,0-forms rj^ by rj' a , we obtain 2 relations for fi(xi): 

4 

^2^{xi)r]' a {xi)dr]{xiy l = ±d a 6(ui). (5.5) 



8=1 



Alternatively, we may choose for ijj the linear forms d a (j) U2 corresponding to 1,0-forms 77". This 
gives the relations 

4 

^^(x i )r ? "(x i )a?7(x i )~ 1 = ^rd a 9(u 2 ). ( 5 - 6 ) 
i=l 

rfl must be linearly dependent from r( a and r] (in the generic situation): 

rj' a = D b a r,' b + r, (5.7) 



leading via Eqs. (5.5) and ( |5.6| ) to the relation 

d a e{u 2 ) = D h a d b e(u x ). 



We need 2 more equations to determine n(xi). They may be obtained from Eqs. ( 4.18 ) 
fixing the holomorphic contributions to /u. Indeed, using the 2 nd equation in ( fl.lTj ), and Eq. 
( 4.1G| ) we infer that 



r 4 

= / X a A b - 2™ ^) X a {xi) d^Xi)- 1 (5.8) 



so that Eq. ( 4.18j ) implies that 

4 

Y,^ i )x a {x i )dr } [x i )- 1 = 0. (5.9) 



i=l 



These are the two missing equations. To see this, repeat the calculation ( |5.8| ) for /li replaced 
by or. This gives the relation 

4 

i=l 

Suppose now that d a x a {xi) + erj^(xi) = for i = 1, . . . , 4. It follows that 
4 



i=i 



so that <i a = 0. Hence the vectors {x a { x i)) span a 2-dimensional subspace of © K x . transversal 

i 

to the 2-dimensional subspace spanned by the vectors (rj^(xi)) and the linear equations ( |5.4D 
and (|5.9| ) determine completely. 
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It is enough to consider the case <fi = (f) U2 . Indeed, the shift <fi i— > <fi + ai<fi Ul results in the 
change 

M ^ M + 47 ai d a 0(ui) uj a , 



see Eq. ( 4.10 ). Identifying 1,0-forms with multivalued functions by the relation ( |3.3|) and 
setting Xa = 27r(IniT) a6 1 x fe , Wi = u - A, G\ = G\ 2 = -G 2 and G3 = G34 = -G4 where 

we obtain 

<9??(xi) = Gi -d(wi -w 3 - u> 4 ) , Xa(xi) = -d a -d{w 2 ) - w 3 - w±) , 

dr](x 2 ) = G 2 $(w 2 -w 3 - W4) , Xa(x 2 ) = -d a i?(u;i) i9(w 2 - w 3 - w A ) , 

drj(x 3 ) = G 3 tf(w 3 - wi- w 2 ) , Xa(x 3 ) = -d a -d{wi) $(w 3 - wi - w 2 ) , 

5ry(x 4 ) = G 4 tf(u> 4 - wi- w 2 ) , Xa(xi) = -d a tf(w 3 ) ^(w^ -w%- w 2 ) , 

■q' a (xi) = d a -d{wi) i9(w 2 + w 3 + w±) , Va( x i) = d a $(w 2 ) -&(wi - w 3 - w 4 ) , 

r{ a (x 2 ) = d a -d{w 2 ) i9(wi + w 3 + w±) , rf^{x 2 ) = d a "9{w l ) d(w 2 - w 3 - w 4 ) , 

rj' a (x 3 ) = d a tf(w 3 ) ^(wi + w 2 + Wi) , r/"(x 3 ) = -d a "9(w A ) tf(u> 3 - w x - w 2 ) , 

rl a {xi) = d a -d{wi) <&(w\ + w 2 + w 3 ) , r/"(x 4 ) = -d a $(w 3 ) tf(u> 4 - wi - w 2 ) . 

Given these values, it is easy to find the explicit form of the matrix (D^) appearing in the 
relation between the derivatives of d a 9 at u\ and u 2 by specifying Eq. (|5.7|) to two of the 
points X{. One form of these relations is 

d 2 'd(w 3 )di9(u 2 ) - di-d{w 3 )d 2 Q(u 2 ) 

d 2 -&(w 4 )d 1 e(u 2 ) - d^iw^drfi^) 

= - ZTZZt - dx<d(w 3 )d 2 e{ux)). 

Let us denote Jl(xi) = fi(xi)/Gi. Eqs. ( pT9) ) have the general solution 

(Jl(xi), . . . ,ju(x 4 )) = gi (G 34 , 0,^23,-^24) + 92 (0,G 34 ,Gi3,-Gi 4 ) 
and Eqs. ( |5.6| ) fix the values of g\ and g 2 to 

d2i?(wi)di0(u 2 ) - d l ^{w l )d 2 9{u 2 ) 



91 

92 



Am G\ 2 G34 
8 2 i9(w 2 ) 3i0(« 2 ) - an?(w2)a 2 ^(M2) 



4vriGi 2 G34 
This leads to the following simple result: 

Ufa) = ±^(^K)^W - fttffaiWM) (5.10) 
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or, in a more abstract notation from the introduction, 

with the plus sign for i = 1, 2 and the minus one for z = 3,4. 

Since the Hitchin Hamiltonian is quadratic in <p and its values on <f) Ul and <f> U2 are given by 
Eq. fO), it follows that 



Jf(0, ai(f> Ul + a 2 (f>u 2 ) 

= a?Jf(0, <f> Ul ) + a§JT(0, (p U2 ) + 2a l a 2 {c l {uj 1 f + cawV + c 3 (lo 2 ) 2 ) . 
The mixed term may be found from the linear equations 

^(d 2 ^(w i )d 1 e(u 1 )-d 1 ^(w i )d 2 e(u 1 )) jx( Xi ) Gi 

= cid 2 ^(wi)d 2 'd(wi) - c 2 d 2 -d(wi)di<d(wi) + c 3 di$(wi) d 1 '&(w i ) . 
Their explicit solution leads to the expression 

J?(0, a\<t>ux + a 2 (p U2 ) = ~j^2 (a 1 d a 6(u 1 )uj a + a 2 d a 9(u 2 )u; a ) 2 

+ JgZc (d2$Mdi9( Ul )-dMm)d 2 e( Ul )) 

■ (d 2 #{w 3 ) dyOfa) - d^(w 3 ) d 2 6{u 2 )) da&iwi) d b i)(w 2 ) uj a J . (5.11) 

The second term on the right hand side hand side is a quadratic differential that vanishes at 
x\ and x 2 and is equal to d a 9(ui) d[)9(u 2 )uj a uj b at x 3 and X4 so that 

= - T ^{a 1 d a e(u 1 )u a (x i )±a 2 d a e{u 2 )u a (x i )) 2 (5.12) 

where sign plus should be taken for x\ and x 2 and sign minus for x 3 and X4. This is the result 
( 1.12j ) described in Introduction. 



§6. Self-duality 

We would like to compare the values of the Hitchin Hamiltonians on the dual pairs (8, <j>) 
and (9' , <f>') where 9' = l(4>) and <f>' = l~ 1 (9) with 1 defined by Eq. ( |3.9[ ). Recall that, given 
u\ s.t. 9{u\) = 0, we associated to the linear form 4> a 1,0-form r\ by Eq. (|4.9|) . Viewed as a 
holomorphic section of l 2 ,K, 

r]{x) = mJu-m A) $(Ju-u 1 + ■ -A), 0). 

Let us denote 

uj = / w - m- A. (6.1) 

x 
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The vanishing of T](xi) implies then that the linear form (f) annihilates the theta functions 

u » #(v!i-u) « +u)= t^u'. ) (u) (6.2) 

and also, if we rewrite r](xi) as i(^>)(«^), that 6>'(Vj) = 0. Since 4> = a>l(f>ui + <^2<t ) u 2 an d <t> ui 
annihilates the theta functions ( |6. 2| ) as well, it follows that they belong to II. Hence C*t(</> u /) 
are the 4 points of intersection of the line PII with the Kummer quartic J£T. Equivalently, 
C*4> u i are the points of intersection of Pn /_L with Jff* . In the generic situation, any pair of 

i 

theta functions (j) u i. spans n /_L and since <f>' 6 n /J ~, we may write 

4> = a! x (f> Vl + a' 2 <j) V2 (6.3) 

or, equivalently, 

= a[ i((f) Vl ) + a' 2 i((j) V2 ) . (6.4) 

The involution I l^ 1 K of the Jacobian J 1 lifts to C 2 to the flip of sign of it. By restriction 
to the bundles £?(x), it induces the involution x \—* x' of £ which leaves 6 Weierstrass points 
invariant. The latter involution lifts to an involution (without fixed points) of the covering 
space £ determined by the equation 

J u - A = - Ju + A. (6.5) 

x x 

Definitions (|6.l| ) together with Eqs. (|5^) give the relations 

X\ X2 X 3 X4 

u i~ u 2 = J w — f uj and u'i + u' 2 = — J to — J u + 2A 

xo %o xo xo 

holding in C 2 , with G S. They may be rewritten as 

u i~ u 2 = I w + / w ~ ^A and u 1 + u 2 = J oj + / u — 2A , (6.6) 

XO XO XO XO 

which, upon the flip of the sign of u 2 leaving <p u i unchanged, provides the dual version of 
relations ( fT2] ) corresponding to points £1, a^, x 3 , X4 6 S. Applying the previous result ( 5.12 ) 



and using the possibility to exchange a point with its image under the involution of E in the 
argument of a quadratic differential, we infer that 

(0', = -^(a^/^D/^jTa^/K^^x,)) 2 . (6.7) 



The sign minus should be taken for x\ and x 2 and sign plus for X3 and 2:4. The exchange of 
signs in comparison with Eq. ( 5.12[) is due to the flip u 2 1— ► — u 2 . 



In order to compare expressions (flD and Q 

we shall calculate the coefficients a\ 2 and 
a\ 2 of the linear combinations ( |5.3l ) and (|6.3| ). Note that the definition 0' = l{4>) implies that 



9'(J u - ui - A) = a 2 i?( J a; — «i — it2 — A) i?( J a» — ui + «2 — A) . 

x x x 
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Taking the derivative over x at x\, we obtain 

d a 9\u' l )u a (x l ) = -a2$(w l -w 3 -w 4 )d a $(w 2 )LU a (x 1 ) 



where we employed Eqs. (|5.2j ) and the abbreviated notations Wi = ffj!* —A. Hence 
Similarly, 

X XX 

9 ( / u> — U2 — A) = a\ "&( / cj — u\ — U2 — A) i?( / w + m — «2 — A) . 

x a; x 

Taking the derivative at x = x\ and noting that w\ — 112 = —u 2 , we infer that 

i9(toi+ui3+ui 4 ) 9 a i?(«)2) ^ a (^i) 



To calculate a' x 2 , we note that Eq. Q6,4| ) implies that 

0(J w -«x - A) = a' 2 ^(J oj - u[ -u' 2 - A) 0(J w - < + u' 2 - A) . 

£0 £0 

Upon derivation at x = x\ and with the use of relations (|6.6|) and (p^), this gives 

d a e(u 1 )u a (x 1 ) 

Finally, since 



/ _ d a e(ui) , , 



0( / cj + w 2 - A) = ai 0(J w - ui +« 2 - A) i?(7 w + «i + u' 2 - A) . 

XO XO XO 

and to 1 + u 2 = 112 we infer that 

/ _ d a e(u 2 ) u a (xi) 



^(wi—ws—w^ d a "d(w2) ui a (xi) 



(6.11) 



Substitution of expressions ( |6.9| ),(|6"lj|),( |6.11| ) and ( |6.10| ) shows equality of the right hand sides 
of Eqs. ( jTj) and Q for Xj = xi. Since there is a full symmetry between points x% (hidden 
in our arbitrary choices of the order and the signs of Uj f s and ui-'s), the self-duality 

JP(6,<f>) = J^(e',^') (6.12) 

follows. 



§7. van Geemen-Previato's result and beyond 

The genus 2 curves are hyperelliptic. The map H°(K) 3 lo ^ lo(x) defines an element 
of FH°(K)* and varying x £ S one obtains a realization of £ as a ramified double cover 



7. van Geemen-Previato's result and beyond 
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PH°(K)* ^ P 1 . One may use the 1,0- forms uj a G H°(K) to define the homogeneous coordi- 
nates on FH°(K)*. Then 

becomes the inhomogeneous coordinate of the image in P 1 of the point x G E. If x' is the 
image of x under the involution &{x) i— > &{—x)K = &(x'), i.e. if 

/ w + / a; - 2A G Z + rZ then A(x) = A(x') . 

Hence the involution x <— > x' permutes the sheets of the covering EhP 1 ramified over the 6 
Weierstrass points x s , s = 1, ... ,6, fixed by the involution. &{x s ) is an odd spin structure. 



i.e. 



and 



/ u - A = E s mod (Z 2 + ta 

x 



where i£ s = \ (e s + re' s ) with e s , e' s = (1,0), (0, 1) or (1, 1) such that e s ■ e' s is odd. The 
possibilities are: 

ei = (l,0), ei = (l,0); e 2 = (l,l), e' 2 = (l,0); e 3 = (0, 1), e' 3 = (0, 1); 

e 4 = (1, 1), e' 4 = (0, 1); e 5 = (0, 1), e' 5 = (1, 1); e 6 = (1, 0), e' 6 = (1, 1). (7.3) 

and we shall number the Weierstrass points (in a marking-dependent way) in agreement with 
this list. £ may be identified with the hyperelliptic curve given by the equation 

C 2 = fl(X-K) (7.4) 

s=l 

with the involution mapping (A, £) to (A, — Q. The expressions 

l ^<d\ . 2 ~AdA 

w=C— and u A = C——, (7.5) 

c c 

where C is a constant, give the basis of holomorphic 1,0-forms of £ (the right hand sides 
vanish exactly where the left hand sides do). 



Let us recall the main result of (7^] based on the analysis of the formula (5.1) for the Hitchin 
Hamiltonians on the Kummer quartic J?T*. It will be convenient to identify the pairs (6,4>) 
s.t. (9, <j>) = with pairs (q,p) G C 4 x C 4 s.t. q ■ p = by the relations 

= 91 #2,(0,0) + 92 02,(1,0) + 93 02,(0,1) + 94 02,(1,1) > 
= Pi 02* (0,0) +P2 02*(l,o) +P3 02,(0,1) +P4^2*(1,1)- 
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The symplectic form of T*P 3 is the standard dp A dq and the isomorphism t interchanges p 
and q. By examining the values of the quadratic differentials given by Jtf at the Weierstrass 
points x s , van Geemen and Previato showed that 

3fs(q) = {P\q-P = 0, J?(q,p)(x s )=0} 

is a union of a pair of bitangents to J^*. Then classical results giving the equations for 
bitangents to the Kummer surface permitted the authors of |7j| to write an almost explicit 
formula for Jif (x s ) in the form 



Jif(q,p)(x s ) 



, sr^ r st(q,p) 



A* 



(7.6) 



where r s t = rt s are homogeneous polynomials, 



r\2 








[q,p) 




ru 


[q,p) 




»"15 


ap) 




ri6 






^23 






?"24 


AP) 




^25 


AP) 




^26 






^34 






^35 


AP) 




^36 


[q,p) 




?"45 


ap) 




^46 






?"56 







(giPl + <M>2 - ^3P3 
(?1?>4 - <72P3 - q3P2 
-{qiPA + <M?3 - q?,P2 
-(q\P3 - <M?4 - q3Pi 

(qip-3, + <?2f>4 + q-iPi 
-(qiPA - <m?3 + qzP2 

(q\Pi + q 2 P3 + qzP2 

(qiP3 - q2PA + qzP\ 
-(qiP3 + <?2P4 - q3Pi 
{qwi - <?2f»2 + q3P3 
(qiP2 + q2P\ + q$PA 

~{qiP2 - qiP\ - qzPA 
-(qiP2 - qiP\ + qzPA 
(qiP2 + q2Pi - q^Pi 
{qwi - q2P2 - q3P3 



- qmf 
+ q^pi 

- Wi 

+ W2 

+ qAP2 

- qm 

+ qiPi 

- q^P2 

- qAP2 

- qAPi 

+ <M?3 

+ qAP3 

- q^P3 

- q^P3 
+ qAPA 



and h s G K% s could still depend on q. In the original language of pairs 
(Z/2Z) 4 -action ( grip on H°{L%) one has 



(7.7) 

), and of the 



r st (0,0) = {u esA u etA 9,<t>)(u etA u e3K 9, 

with e s , from the list ( |7.3| ). The polynomials r s t are self-dual: 

r s t(q,p) = r st (p,q) 



(7.8) 



and the self-duality of J$? proven in the present paper forces coefficients h s in Eq. (17.61) to be 



q- independent filling partially the gap left in [73]. An easy but important identity is 



^2r st (q,p) = {q-pf 







(7.9) 



for any fixed s. It implies that the Hamiltonians ( |7.6|) are preserved up to normalization by the 
isomorphif 
of SL.2 on 



isomorphisms of the hyperelliptic surfaces induced by the fractional action A i— > A' = 
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We would still like to fix the values of the constants h s in Eqs. ( |7.6| ). We claim that they 
are such that the Hitchin map is given by Eq. (pX|) , i.e. that 



<#?(q,p) 



128 7T 2 



E 

:,t=l,..., 

B ^ t 



r s t(q,p) 



(A - A S )(A - A t ) 



(dXf 



(7.10) 



First note that the above formula is consistent with the SL2 transformations. Indeed, relations 
(l7l| ) imply that 



E 

S^=t 



r.st 



(A'-A' S )(A'-A' t ) 



/\2 



E 



(A - A S )(A - A 4 ) 



(dA) J 



for A' = rr-rl - Taking, in particular, A' = A 1 one verifies that the quadratic differentials (7.10) 

is a local 



cA+cT 



are regular at infinity. They are also regular at the branching points since 
holomorphic differential around x s . Hence the r.h.s. of Eq. (7.10) is indeed a (holomorphic) 
quadratic differential. Thus Eq. ( 7.1C| ) is equivalent to relations (7J3) with h s = s \ Xs , 
modulo an overall normalization. To prove Eq. ( 7.10| ) we shall verify it at a point of the phase 
space for which r J%?(q,p)(x s ) 7^ for s / 1. This will fix h s for s / 1 and hence all of them 
(two quadratic differentials equal at points x s with s / 1 have to coincide). 

Consider a pair (8,(j) Ul ) lying in the product x ,J€* of the Kummer quartics with 
Q(u) = eS^ei-Tei+Jbriei-ua $(u x + E x - u) + E x + u) 

= £(C/ ei)4 2 ,e)(ui) 9 2 , e (u) (7.11) 

(1,0). Note that (6,<j> Ul ) 



for ei 
the equation 



d a 0{ux) 
results in the identity 



0. Eq. ( |5.1|) together with the relations (7J3) and 



_ e ±irie' 1 .Te' 1 + 2nie> 1 -u 1 Q a ^ E ^ $(2u X + E X ) 



c 2 

16tt 2 



gTriei-rei + W^i («9 2 1?(£i)) 2 tf(2ui + E x f (A 



Ai) 2 » (7.12) 



where C is the constant appearing in Eq. (|7.5|) . Note that J4?(9,cf> Ul ) ^ as long as t?(2«i + 

£i) ^ 0. It follows that Jf? (0 , (j) Ul ) is a quadratic differential proportional to (A — Ai) 2 

which has the 4 th order zero at x%. The latter property characterizes it uniquely up to nor- 
malization. 

It is not difficult to check that Eq. ( |7.10| ) gives a quadratic differential with the same 
property. Indeed, in the language of q J s and p's, the linear form <p Ul corresponds to a vector 
p £ C 4 and 9 to q = (p 2 , —pi,P4, ~P3)- A straightforward verification shows that r\ t {q,p) = 
for all t 1. This implies that the quadratic differential given by Eq. ( 7.10 ) vanishes to the 
second order at x\. The condition that it vanishes to the fourth order is 



^2 r st((P2,-Pl,P4,-P3), P) f| (Al 



Xv) 



0. 
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A direct calculation shows that this is exactly the equation (A3. 2) of the Kummer quartic 
with the coefficients ( A3,4j ) so that it holds for p corresponding to 4> Ul . This establishes pro- 
portionality between the Hitchin map and the right hand side of Eq. ( |7.10| ) with a coefficient 
that may be still curve-dependent. 

Fixing the overall normalization of the Hitchin map is more involved. We shall calculate the 
value of the quadratic differential on the right hand side of Eq. ( [7.12 ) at A = A2 and compare 
it to the value given by Eq. ( 7.10| ). Since this is somewhat technical, we defer the argument 
to Appendix 4. 



The system with Hamiltonians ( |7.6|) bears some similarity to the classic Neumann systems* , 



also anchored in modular geometry [114] [11]. The Hamiltonians of a Neumann system have 
the form 



n 

J Si- 



Ac — A* 



(7.13) 



where J s t = q s pt — QtPs are the functions on T*C n generating the infinitesimal action of the 
complex group SO n : 



for s, t, v different, 



{Jst, Jvw\ — 



for s,t,v,w different . 



(7.14) 



The fact that the Hamiltonians (|7.6| ) (with constant h s ) Poisson commute reduces, as is well 
known, to the identities 



{r s t + r sv , r tv ] = 



and cyclic permutations thereof , 



{r^, r vw } = 



for 



{s,t} n {v,w} = 0. 



(7.15) 



If we set r st = J s 2 t for the Neumann system, then Eqs. ( |7.15| ) follow from the relations Q7.14 ). 
It appears that the same algebra stands behind the factfj] that r st given by Eq. (0) verify 
( 7.15| ). The phase space T* ,jV ss = {(q,p) | q-p = 0}/C*, where C* acts by (q,p) 1— ► (tq, t~ 1 p), 
may be identified with the coadjoint orbit of the group SL4 composed of the traceless complex 
4x4 matrices \p)(q\ of rank 1. Using the isomorphism of the complex Lie algebras SI4 = soq, 
we obtain the functions J s t = —Jts on this SL4-orbit which generate the action of soq and 
have the Poisson brackets given by ( [7.14 ). A straightforward check shows that, for r s t of Eq. 

m, 



r s t 



-4 J. 



(7.16) 



so that Eq. (|7.15j ) follows from the 506-algebra ( 7.14 ). 

Upon the introduction of the rational functions ^P- , Eqs. ( 7.15| ) take the form 



{ 



r s t 

\ s — At ' A s — A^ 



n v 



} + { 



■r tv 



A s — A^ ' At — A^ 



} 



*we thank M. Olshanetsky for attracting our attention to this fact 
^this is the classical version of the observation of Ifral 
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{aS7'aS^ = ° for {s,t}n{v, W } = ®- (7-17) 

The first of these identities is, essentially, the classical Yang-Baxter equation. Note, however, 
that r s t, unlike in the Gaudin and Neumann systems, is not an element of a product of two 
copies of a Poisson algebra of functions: there is no sign of an explicit product structure, or 
of a reduction thereof, in our phase space. The important question is whether r s t come from 



a rational solution of the CYBE. The conformal field theory work [ 98 1 [ 149] suggests that the 
answer may be positive, at least in some sense. 

The knowledge of the explicit form of the quadratic differentials J$?(q,p) allows to write 
the explicit equations for the genus 5 spectral curve of the SL2 Hitchin system at genus 2, see 



Eq. (2A). They take the form 



S = l S^t VJ^S,t 

The involution of the spectral curve flips the sign of £. To extract explicit formulae for the 
angle variables describing the point on the Prym variety of the spectral curve, we would need, 
however, a more explicit knowledge of the entire Lax matrix ^f. 



§8. Conclusions 

The main result of the present paper is the proof of self-duality of the Hitchin Hamiltonians 
on the cotangent bundle to the moduli space of the holomorphic SL2 bundles on a genus 2 
complex curve. The result was based on an expression for the Hitchin Hamiltonians off the 



Kummer quartic on which the values of the Hamiltonians were determined in [73|. Using the 
self-duality, we were able to complete the analysis of [fFJ| and to obtain the explicit formula 
(|1.1C| ) for the Hitchin map (1.8) giving the action variables of the integrable system. The 



explicit formula for the angle variables remains still to be found. An interesting open problem 
is an extension of the present work to the case with insertion points. 

Another important problem related to Hitchin's construction is the quantization of the 
corresponding integrable systems. For the SL2 case such a quantization is essentially provided 



by the Knizhnik-Zamolodchikov-Bernard-Hitchin connection [99|[23|[£2] which describes the 
variation of conformal blocks of the SU2 WZW conformal field theory under the change of the 
complex structure of the curve. The (partition function) conformal blocks are holomorphic 
sections of the fc th -power of the determinant line bundle over the moduli space JV SS (k is the 
level of the WZW theory). In our case, they are simply /c th -order homogeneous polynomials 
on H°(Lo). It is easy to quantize the Hitchin Hamiltonians 



r s t 



A s — A( 

tjt s 



If one keeps the original formulae ( |7.7| ) for r s t in which pi stands now for jd qi , the relations 
( 7.15| ) or ( |7.17l ) still hold after the replacement of the Poisson brackets by the commutators. 
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One obtains this way the commuting operators H s mapping the space of homogeneous, degree 
k polynomials in variables q into itself. Note, however, that now 



St 



■k(k + 4) 



for each fixed s so that the quantization changes the conformal properties of the Hamiltonians. 
A direct construction of the projective version of the KZBH connection for group SU2 and 



genus 2 has been recently given in ref. [72] by following Hitchin's approach [89]. It is consistent 
with the above ad hoc quantization of the classical Hitchin Hamiltonians. 

The integral formulae for the conformal blocks [16, |130|, 38] or, equivalently, the integral 
formulae for the scalar product of the conformal blocks |43j have been used at genus and 
1 to extract the Bethe Ansatz eigen- vectors and eigen- values of the quantized version of the 
quadratic Hitchin Hamiltonians. The Bethe- Ansatz type diagonalization of the quantization 
of the genus 2 Hitchin Hamiltonians is among the issues that will have to be examined. 

Finally, as we stressed in the text, the relations between the conformal WZW field theory 
on a genus 2 surface and an orbifold theory in genus requires further study. 



Appendix 1 

Let us check that 9 given by Eq. (|3.6| ) vanishes if and only if 

H°(l u ®E) = {(si,s 2 ) I s 2 €H°(IJ U1 ), d, Sl + s 2 b = 0} + 0. 



For u — U\ £Z 2 + rZ 2 the 1 st theta function on the r.h.s. of Eq. (3.7) vanishes but l u = l Ul 
and 1 U1 G Ce- Assume now that u — u\ Z 2 + rZ 2 . Then dim H°(l~ 1 l Ul K) = 1 with a 
non-zero \ G H®{l~ l l Ul K). The necessary and sufficient condition for the solvability of the 
equation d _ x si + = for a given S2 € H°(l u l ui ) is 



Xs 2 b = 0. (Al.l) 

If u + u\ G Z 2 + rZ 2 then l u l Ul = K and dim H°(l u l Ul ) = 2 so that there always is a non-zero 
solution but also 9{u) = in this case due to the vanishing of the 2 nd theta function on the 
r.h.s. of Eq. ( p.7[ ). Finally, if u±ui Z 2 + rZ 2 then S2 G H°(l u l Ul ) has to be proportional to 
the element defined by (3.8) and the condition ([Al.l) coincides with the equation 9{u) = 0. 



Appendix 2 



Let us show that the 1,0- form /i satisfying relations ( [4.18 ) and ( 4.19j ) automatically fulfills 
the condition 



/ /t/i A 6 = . 

s 



(A2.1) 
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Among the infinitesimal gauge field variations 5B given by Eq. ( |4.4| ) there are ones which are 
equivalent to infinitesimal gauge transformations: 



Explicitly, for A = 
requires that 

~8k = 



-a ip 
k a 



SB = OA + [B, A] . 



with a a function, (p a section of and k a section of ft , this 



7T(5rii(Imr) uj 



-da + Kb . 



dip + 2ab. 



(A2.2) 



Such variations may only change the normalization of the theta function 9. Integrating the 
second of the above relations against forms co a and using Eq. ( |4.12j ) we find that 



<K = -^e ab d b 9( Ul ) 



(A2.3) 



for the proper normalization of k. For such 5u\ the first term on the right hand side of Eq. 
Q4.6| ) gives a theta function vanishing at u = u\ and may be compensated by the second term. 
The 3 rd equation of ( |A2.2 ) gives the compensating 5b E A 01 (Z™ 1 2 ). Pairing Eq. (4J3) with the 
above 5u\ and 5b with the linear form </>, we obtain the identity 



ie^uiJOmr)- 1 / 

J T. 



X c A 6 + 2 / ar] A 6 = 0. 



(A2.4) 



On the other hand, 



KfiAb 



ix Ada - ^e ab d b 9( Ul )(Im) 



/i A Li/ 



ar]Ab - ±re ab d b 9( Ul )(Im) 



X c Ab 



where we have subsequently used the 2 nd equation in (A2.2) with 5u\ given by Eq. ( |A2.3 ), 
the relation d/j, = —r\ A b and Eq. (4.18) fixing ll and, finally, the identity (A2.4). 



Appendix 3 

It is not difficult to see that there exist a non-zero element P G S 4 H° (Lq) , a homogeneous 
polynomial of degree 4 on H°(Lq)*, s.t. 

p(M = o 

for all u' G C 2 . Indeed, dimS 4 tf°(L|) = (J) = 35 but the map u' i — > P(<f> u i) defines an even 
theta function of order 8 and dimffp ven (L|,) = 34. P is a quartic expression in 6>2,e(V) which 



vanishes for all v! . It has to be preserved by the (Z/2Z) -action ( [3,12 ) and hence it must be 
of the form 

P = C\ (02,(0,0) + ®2,(1,0) + ®2,(0,1) + ^2 4 (1,1V 
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C 2 (^2 2 ,(0,0) ^2,(1,0) + ®2,(0,l) ^2,(1,1)^ 



+ c 3 (®2,(0,0) 02,(0,1) + ®2,{1,0) ^2,(1,1)) 
+ c 4 (#2 2 (0,0) ^2,(1,1) + ^(l.O) ^2,(0,1)) 
+ c 5 #2,(0,0) #2,(1,0) #2,(0,1) 02,(1,1) • 



It is not difficult to calculate the values of coefficients c«. Denoting a = #2,(0,0) (0)> /3 = 
#2,(1,0) (0), 7 = #2,(0,1) (0) and 5 = #2,(1,1) (0), one has 



Cl = 


(^2 _ 7 2^2 )(a 2 7 2 _ fp^p _ /? 2 7 


2 ), 


C2 = 


_( a 4 + p 4 _ 7 4 _ 5 4 )(a 2 7 2 _ pp^jp . 


- /3V) 


C3 = 


_(«4 _ p 4 + 7 4 _ ^4)^2^2 _ ^2)^2 . 


- /?V) 


C 4 = 


_(«4 _ p 4 _ 7 4 + ^^2 _ 7 2 j2)(a 2 7 2 


-/? 2 «5 2 ) 


C5 = 


2a/3 7 <5[(a 4 - /3 4 + 7 4 - <5 4 ) 2 - 4(a 2 7 2 - 


/? 2 <5 2 ) 2 ] 



(A3.1) 

If we use the basis dual to (#2, e ) to identify <j) £ H ^^)* with a vector p = (pi,p 2 ,P3,Pi) £ C 4 , 
the equation of the Kummer quartic ^* becomes 

ci 4 + P2 + vt + p\) + c 2 (P1P2 + p\p\) + c 3 {pIpI + pIpI) 

+ ca{p\pI + pIpI) + c 5 pip 2 P3P4 = 0. (A3.2) 

Similarly, identifying # G H°(Lq) with g = (<?i, #2, <?3, 94) £ C 4 with the help of the basis 
(6 2 , e ), the same equation with p replaced by q defines the Kummer quartic Jtf, compare [91], 
page 81. 

We shall also need another well known presentation of the above equation using the inho- 
mogeneous coordinates of the Weierstrass points A s given by Eq. (|7.2|). It is usually obtained 
by beautiful geometric considerations about quadratic line complexes, see Q. It may be also 
obtained analytically by observing that the multivalued functions 

X 

X I— > #2,e( / W — A) 
xo 

transform like bilinears in d a '&{J^ uj — A), i.e. that they represent quadratic differentials. It 
follows that 

°2,e(E s ) 6 2 ,e{ 1 w - A) = #{E a + / CO - A) l)(E s - ] (J + A) 

e xo xo xo 

= D s (d^(E' s ) d 2 #( J u - A) - d 2 #(E' s ) Mi J u - A; 

ditf 0E£) d 2 tf ( / w - A) - d 2 -&(E'^) di#( J u - A)] (A3.3) 

XO XO J 
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where E s = ^ i e s + T~e' s ) is an odd characteristics from the list ( JT^j) and E' s , E" are the 
two other ones s.t. E s + E' s = E" mod(Z 2 + rZ 2 ). The odd characteristics E s , E' s , E" are 
either a permutation of E\, E4, E§ or a permutation of E2, E3, Eq. The relations ( A3.3; ) hold 



since both sides represent a quadratic differential with double zeros at the Weierstrass points 
corresponding to E' s and E". One may obtain expressions for the coefficients D s by the 
de l'Hospital rule applied twice at those points. Specifying then u — A to E s or to 3 
remaining odd characteristics one obtains relations for quadratic combinations of # 2>e (0) of 
the form ±ct 2 ± /3 2 ± 7 2 ± <5 2 with 2 plus and 2 minus signs as well as for a(3 ± 7$, 07 =t j38 
and a5 ± /?7. These relations may be used to compute the ratios of the coefficients q QA3.1 ) 



which become functions of X s only. One obtains this way an alternative expression for the 
coefficients Cj 

ci = (Ai - A 2 )(A 3 - A 4 )(A 5 - A 6 ) , 

c 2 = 2(Ai -A 2 )((A 3 -A5)(A4-A 6 ) + (A3-A 6 )(A4-A 5 )), 

c 3 = -2(A 3 -A4)((Ai-A5)(A 2 -A 6 ) + (A 1 -A 6 )(A 2 -A 5 )), 

c 4 = 2(A 5 -A 6 )((Ai-A 3 )(A2-A4) + (A 1 -A4)(A 2 -A 3 )), 

c 5 = -2(Ai- A 3 )((A4-A 5 )(A 2 -A 6 ) + (A4-A 6 )(A 2 -A 5 )) 
-2(Aa - A 4 )((A 3 - A 5 )(A 2 - A 6 ) + (A 3 - A 6 )(A 2 - A 5 )) 
-2(A a - A 5 )((A 2 - A 4 )(A 3 - A 6 ) + (A 2 - A 3 )(A 4 - A 6 )j 
-2(Ai - A 6 )((A 2 - A 4 )(A 3 - A 5 ) + (A 2 - A 3 )(A 4 - A 5 )) . (A3.4) 

equivalent to the previous one up to normalization. Note that the SL 2 transformations \ s 1— > 
preserve the form the quartic equation. The virtue of the analytic approach is that it 
also provides useful expressions for the non-homogeneous ratios like e.g. 

af3 + 7 5 e - 1^(1,0)^(1,0) (A 2 -A 5 )(A 2 -A 6 )( A 3 -A 4 ) 



a 2 7 2 _ ^2 2 C 2 {d 2 ^{E 1 )f X 1 - A; 

C 2 is given by the equations 

y2 _ 1 (an?) 3 a|i?-3(9ii?) 2 a2i?9ia|i? + 3 9ii?(a 2 i?) 2 a?92i?-(92i?) 3 3?i? 



holding for any fixed s. It is not difficult to see by differentiating twice Eq. ([O]) at x = x s 
that C is the same constant that appears in Eq. (7J3). The expression ( A3.5| ) is used below 
to fix the normalization of the Hitchin map. 



Appendix 4 



We shall show here that the overall normalization of the Hitchin map is as in Eq. ( 7.10| ). 
Since 
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= -e-^i-i #(2ui + Ei) ${2 Ul - Ex) = -e™ e '^ J> 2 , e (£i) M 2 «i) 
= -e^^(i,o) ^ ( _i)d-o)-e B 2>e+m (0) 9 2 , e (2 Ul )! 

e 

the coefficient of ^p- on the right hand side of Eq. ( 7.12 ) takes at A = A2 the value 
_g_ e i™ ( i,o M i,o) {mEl) f (Al _ Aa) 2 { (30 um ( 2ui ) - a0 Ulfi) (2 Ul ) 

+ 69 2 , m (2 Ul ) - 702,(i,i)(2«i)) (A4.1) 

in the notations of Appendix 3. This coefficient should coincide with the one obtained from 
the right hand side of Eq. (|7.10| ) which is equal to 

-i^E^'P) II ( A 2-A,) (A4.2) 

calculated at (q,p) corresponding to (0, (j) Ul ) with given by Eq. ( 7.1l| ). The respective values 
of r st are: 

ru = 0, 

r 23 = 2(-a7 2 6» 2i(0>0) (2ni) - /?5 2 2) (i,o) ( 2 wi) - 7a 2 6*2,(0,1) ( 2n 
— <5/3 2 6> 2i(1)1) (2ui) - /?7<5 6*2,(0,0) ( 2 ^i ) - 6*2,(1,0) ( 2 ^i) 
-a/35 6*2,(0,1) ( 2n i) ~ a/^7 6*2,(1,1) ( 2 ^i)), 

r 24 = 2 (a 7 2 02,(0,0) ( 2 ^i) + /3<5 2 ^2,(i,o)( 2 ^i) + 7a 2 ^ 2 ,(o,i)( 2 ^i) 
+ ^/? 2 ^ 2 ,(i,i)(2wi) - /?7<5 02,(o,o) ( 2 ^i) " a 7 5 02,(i,o) ( 2 ^i) 
-a/36 02,(0,1) ( 2 «l) - a/?7 02,(i,i) (2ni)), 

r 25 = 2(a5 2 2 ,( O ,o)( 2 «i) +/37 2 ^2,(i,o)( 2 ^i) +7/? 2 ^ 2 , ( o,i)( 2 «i) 
+ 5a 2 02,(i,i) (2iti) + /3 7 50 2 ,( O ,o)( 2 ^i) + a 7 5(92,(i,o)( 2u i) 
+ a/35 02,(o,i) (2ui) + a/3 7 02,(i,i) (2m)), 

r 26 = 2 (-a,5 2 02,(o,o) ( 2 ^i) - /? 7 2 #2,(i,o)( 2 ^i) - 7/3 2 2 ,(o,i)( 2 ^i) 
-5a 2 02,(i,i) (2ui) + /3 7 5 02,(o,o) ( 2 ^i) + a75 02,(i,o)( 2 «i) 
+ a/35 02,(o,i) (2ui) + a/3 7 02,(1,1) (2m)). 

Multiplying the coefficients at subsequent 2 , e (2ui) in expression ( A4.1| ) by a, — /3, 7 and —5, 
respectively, and summing them up we obtain 

g_ e | 7 ri(i,o).r(i,o) (d 2 tf( El )) 2 (Ai - A 2 ) 2 (a/3 + 7 5) . 
A similar operation on expression ( |A4.2j ) gives 

- vh ( Al " A ^ A2 " A ^ A2 " Af ^ A3 " A4 ) (°V ~ ^ • 

The equality of the two expressions follows from Eq . (|A3.5| ). This verifies the correctness of 
the overall normalization of the Hitchin map in Eq. ( |7.10| ). 
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Abstract. The paper gives a quick account of the simplest cases of the Hitchin in- 
tegrable systems and of the Knizhnik-Zamolodchikov-Bernard connection at genus 
0, 1 and 2. In particular, we construct the action-angle variables of the genus 2 
Hitchin system with group SL2 by exploiting its relation to the classical Neumann 
integrable systems. 



§1. Hitchin systems 

As was realized by Hitchin in ||88fl , a large family of integrable systems may be obtained by 
a symplectic reduction of a chiral 2-dimensional gauge theory. Let £ denote a closed Riemann 
surface of genus g and let G be a complex Lie group which we shall assume simple, connected 
and simply connected. We shall denote by srf the space of q- valued 0,1-gauge fields^] A = A%dz 



on E. Hitchin's construction [88] associates to £ and G an integrable system obtained by a 
symplectic reduction of the infinite-dimensional complex symplectic manifold T*&/ of pairs 
(A, <£) where <E> = <3? 2 dz is a g-valued 1,0-Higgs field. The holomorphic symplectic form on 
TV is 

J tr 5$ SA (1.1) 

where tr stands for the Killing form on q normalized so that ticcj) 2 = 2 for the long roots <p. 
The local gauge transformations h E = Map(S, G) act on T*&/ by 

A 1 — > h A = hAh- 1 + hdh' 1 , $ 1 — > h $ = h^h- 1 (1.2) 

preserving the symplectic form. The corresponding moment map /U : T*srf — > Lie(£f)* = 
A 2 (E) (g> q takes the form 

M(A,$) = d$ + A$ + $A. (1.3) 
The symplectic reduction gives the reduced phase space 

9 = ir\{0})/9 (1.4) 



*one may work in a fixed smoothness class and use the Sobolev norms to define topology in 
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with the symplectic structure induced from that of T*s/. & may be identified with the com- 
plex cotangent bundle T* JV to the orbit space JV = si and J{ , in turn, with the moduli 
space of holomorphic G-bundles on E. More precisely, care should be taken to avoid non- 
generic bad orbits in order to obtain tractable orbit spaces. This may be done by considering 
only gauge fields A leading to stable G-bundles forming smooth moduli space JV S or those 
leading to semi-stable bundles giving rise to a, generally singular, compactification ,yV ss of Jf s . 
In what follows we shall be somewhat cavalier about such details. 

The Hitchin system has 3* as its phase space. Its Hamiltonians are obtained the following 
way. Let p be a homogeneous Ad-invariant polynomial on q of degree cL. Then 

h p (A,$) = p($)=p(<Z> z )(dz) d ? (1.5) 

defines a dp-differential on E which is holomorphic if fj,(A, <1?) = 0. Since h p is constant on the 
orbits of 5f , it descends to the reduced phase space: 

hp : & — ► H (K d ?). (1.6) 

Here K stands for the canonical bundle (of covectors oc dz) and H°(K dp ) is the (finite- 
dimensional) vector space of the holomorphic dp-differentials on E. The (components of) h p 
Poisson-commute (they Poisson-commute already as functions on T*s/ since they depend 
only on the "momenta" $). The point of Hitchin's construction is that, by taking a complete 
system of polynomials p, one obtains on a complete system of Hamiltonians in involution. 
For the matrix groups, the values of Hamiltoniens h p at a point of 3 may be encoded in the 
spectral curve c & obtained by solving the characteristic equation 

det($-f) = (1.7) 

for £ G K. The spectral curve of the eigenvalues £ is a ramified cover of E. The corresponding 
eigenspaces of # form then a holomorphic line bundle over ^ belonging to a subspace of the 
Jacobian of on which the Hamiltonians h p induce linear flows. 

For the quadratic polynomial p2 = ^tr, the map h P2 takes values in the space of holomorphic 
quadratic differentials H°(K 2 ). This is the space cotangent to the moduli space of complex 
curves E. Variations of the complex structure of E are described by Beltrami differentials 
S/j, = 5fj,^d z dz such that z' = z + 5z with d^Sz = 5fi^ gives new complex coordinates. The 
Beltrami differentials <5/x may be paired with quadratic differentials (3 by 

(Aty) ^ Jjdii. (1.8) 

The differentials 5/i = d(5£,), where <5£ is a vector field on E, describe variations of the 
complex structure due to diffeomorphisms of E and they pair to zero with j3. The quotient 
space H 1 ^ -1 ) of differentials 5fi modulo d(5£) is the tangent space to the moduli space of 
curves E and H°(K 2 ) is its dual. The pairing (|1.8| ) defines then for each [S/i] & H 1 ^^ 1 ) a 
Hamiltonian 

hsu = / h P2 5fi. (1.9) 
Jt, 

The Hamiltonians hs^ Poisson-commute for different S/i. 



2. Knizhnik-Zamolodchikov- Bernard connection 
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Hitchin's construction possesses a natural generalization [P-06|| ||119|]|37[||43]. Let x n G E be 



a finite family of distinct points in E and G n a family of (co)adjoint orbits in g* = g. 

6 = {^ A rA„ I K € n }, (1.10) 
n 

where 5 X stands for the Dirac delta measure at x, forms a coadjoint orbit of the group 5f of 
local gauge transformations. In the symplectic reduction we may replace definition (|1.4j ) with 



0> g = ^({ff})/^ = ^\J2 X n^n)/^ (1.H) 
where ^x,x is the subgroup of fixing A n 5 Xn . Upon restriction to properly defined sta- 



ble pairs (A, $>), 5^ gives a smooth space with a semi-stable compactification [106]. Its 
second representation in ( 1.11) ) allows to equip e with the symplectic structure inherited 
from T*sf. The reduced Hamiltonians h p take now values in H°(K dp (d p ^2x n )), i.e. define 
meromorphic <i p -differentials with possible poles at x n of order ^ d p and they still define 
an integrable system on 3? e - In particular, h P2 takes values in H°(K 2 (2 ^ x n )) which is 
dual to H 1 (K~ 1 (—2Y^ l x n )), the tangent space to the moduli space of curves E with fixed 
punctures x n and first jets at x n of holomorphic local parameters z n , z n (x n ) = 0. The corre- 
sponding Beltrami differentials Sfi behave like G\z^) around x n and they are taken modulo 
d(5£) where the vector fields £ are also &(z%) around x n (such vector fields do not change 
the first jets at x n of the local parameters z n ). 5fi may still be coupled to quadratic dif- 
ferentials p G H°(K 2 (2^x n )) by (jT|) and Eq. flOf) defines for [Sfi] G H 1 (K~ l (-2£ a? n )) 
Hamiltonians on that are in involution. 



§2. Knizhnik-Zamolodchikov-Bernard connection 

The phase space 9 = T*JV may be (geometrically) quantized by considering the space 
-ff°(Jz? fc ) of holomorphic sections of the k th power of the determinant line bundle Jz? over JV 
(more exactly, over its semi-stable version ,yV S s) as the space of quantum states. Such sections 
are given by holomorphic functions ip on satisfying the Ward identity 

4(A) = e - kSih ' A) tP( h ~ 1 A) (2.1) 

for h G *3 and with S(h, A) standing for the action of the gauged Wess-Zumino-Novikov- 



Witten (WZNW) model. The identity (2.1) expresses the gauge invariance on the quantum 
level. The vector spaces H°(J£' k ) arise naturally in the context of the WZNW model and of 
the Chern-Simons theory [p.47|. They are finite-dimensional and their dimension is given by 



the Verlinde formula [142]. Put together for different complex structures of E, they form a 
holomorphic vector bundle W over the moduli space of complex curves. In the language of 
functions t/j, the <9-operator of this bundle is given by 

%V- = (% + & / E tr A ) i> ( 2 - 2 ) 

where d^— differentiates ip viewed as a function of the unitary gauge field B = — A* + A = 
—A^dz + Azdz (functions of B are naturally identified for different complex structures on E). 
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The bundle may be equipped with a projectively flat connection V 



KZB 




may be traced back to the works of Knizhnik-Zamolodchikov [99] and Bernard [23| 
present description of W , the KZB connection takes the form f6l| 



S/i 



tiA*\ 



SA 



5n) 



which 
In the 



(2.3) 

(2.4) 
indicates 



where k = k + g v with g y denoting the dual Coxeter number of G. The symbol _ 
that one should remove the singularity at the coinciding points of S £(x) 8A(y) ^ before setting 
x = y. How this is precisely done depends on some choices (e.g. of a projective connection or 
a metric on each S) but the choices lead to connections differing by addition of a scalar form. 

The second order operator on the right hand side of Eq. (|2,3j ) has the principal symbol 
(obtained by replacement of j% by y^^) proportional to the Hitchin Hamiltonian hg^. The 
KZB connection V^ ZB may be considered a quantization of ^hs^ which, instead of acting 
in a fixed space H°(Jz? k ) relates two such spaces for the complex structures differing by 
5/i^9|. Note that if we rescale 5fj> \— > n5fi, we should obtain from the KZB connection in 
the limit k — > operators acting in the space H°(Ji?~ 9 ) corresponding to a fixed complex 
structure. This space becomes non-trivial if we admit singular sections of Jz? or work with 
higher cohomologies of Jz?~ 9 . It also admits a quantization of the non-quadratic Hitchin 
Hamiltonians pfljpl. For k ^ —g y we may also obtain from Eq. fl2,3| ) operators in a single 
space if we chose a local trivialization of the bundle W (or of a bundle W D W). 

The above quantization extends to the case of the phase space g if the coadjoint orbits 
ff n associated to points x n £ Y, correspond to irreducible holomorphic representations of G in 
vector spaces V n (i.e. to irreducible unitary representations of the compact form of G). The 
quantum states are now represented by holomorphic maps on stf with values in V = <g> V n 

n 

satisfying the Ward identities 



ij;(A) = e - kS( - h ' A) ®h{x n )iP{ h A) 



(2.5) 



for h € ^ generalizing Eq. ([O]) . The spaces of solutions are still finite-dimensional and form 
a holomorphic vector bundle over the moduli space of punctured curves with first jets of local 
parameters at the punctures. The complex structure and the KZB connection are given by the 
same formulae with Beltrami differentials 5fi restricted to behave like <?(z^) at the punctures. 



Since jj^ip = ff{z n x ) and trj 



SA(x) 8A(x) 



around x n , there is no problem of 



convergence of the integrals over E. Again, V^ B may be viewed as the quantization of the 
Hitchin Hamiltonian nhhgn and all the above remarks apply. 



§3. Genus zero 

Up to diffeomorphisms, there is only one Riemann surface of genus zero: the Riemann 
sphere P 1 = C U {oo}. On P 1 , the gauge orbit of the zero gauge field is open and dense in 
i.e. the generic gauge field takes the form 

A = h- l dh (3.1) 
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where h £ ^ is determined up to left multiplication by a constant g £ G. The equation 
fi(A, <I>) = ^ n A n (5 Zn , with A n belonging to the (co)adjoint orbit G n associated to the puncture 
z n , becomes 

d{ h ^>) = ^n5 Zn (3.2) 

n 

where v n = ^z^Xn^z,,-^ 1 € G n - This equation has a (unique) solution 



if and only if the sum of residues is zero, i.e. if Y2 n Vn = 0- We obtain then for e defined by 
Eq. (iLll ): 







%G n \ E^n = o} /g. (3.4) 



The (co)adjoint orbits carry a natural symplectic structure leading to the Poisson bracket 
{v a ,v b } = if abc u b for v a = trt a v where t a are the generators of g s.t. tvt a t b = 5 ab and 
[i a ,t ft ] = if abc t c . It is easy to check that the complex symplectic structure on 2? ' e coincides 
with the one obtained by the symplectic reduction of x n ^ n with respect to the diagonal 
action of G. 

The Hamiltonians h p are 



In the special case P2 = |tr 



V = \Y,1 t(A) 2 = E( ? 1 so S n + —^- h n )(p-f (3.6) 



n,m 

where 



= fcn=Er^7- M 

m^n 

Let 5[i be a Beltrami differential regular at infinity and behaving like &{(z — z n ) 2 ) around the 
insertions. Necessarily, d[i = d(5^) for a regular vector field 5£ = 5^ z d z on P 1 . 5£, is determined 
up to infinitesimal Mdbius transformations (a + bz + cz 2 )d z . We may take z' = z + as the 
new complex coordinate on P 1 with the modified complex structure. The modification is then 
equivalent to the shift 5z n = 5^ z {z n ) of the insertion points and the shift 5x n = Xnd z (5^)(z n ) 
of the first jet of the local parameter at the punctures parametrized by the <9 2 -derivative Xn 
of the parameter at z n . An easy calculation involving cutting out small balls around the 
insertions and integration by parts shows that 
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= ( S n Xn^Xn + K 5z n ) . (3.8) 

n 

The quantum states tp at genus zero may be labeled by their values ^(0) at A = which 
belong to the subspace V G of the G-invariant tensors in V = ® n V n . Indeed, ip is determined 
by its values on the dense ^-orbit of A = 0. Hence the bundle W is a subbundle of the trivial 
bundle with the fiber V G . The KZ(B) connection reduces in this case [99] to the formula 

VgV(O) = Yl ( 6 Xn(d Xn - Xn^n) + 8z n (d Zn - ±tf n )) ^(0) , (3.9) 

n 

Vf^O) = Y + S~z n d- Zn ) m (3.10) 



where 



with denoting the action of the generator t a in the factor V n of V . A n is a number, the 
conformal weight assigned in the WZNW theory to the irreducible representation of G in 
V n j9Jj. Note that, modulo the shift k i— > k = k + g v , A n and may be obtained from 
(2ni)' 2 ^ n anc ^ (2^)^ respectively, by the (geometric) quantization of the coadjoint orbits 
which replaces the functions by the operators so that the Poisson bracket turns into 
^ times the commutator (^ plays the role of the Planck constant). The flatness of the 
connection V KZ , (V KZ ) 2 = 0, follows from the equation [H n ,H m ] = 0, equivalent to the 

t a t a 

classical Yang-Baxter equation (CYBE) for - J ^ 2 -: 
t a t a t a t a 

" "' mp + cyclic permutations = . (3.12) 



§4. Genus one 

At genus one, every Riemann surface is isomorphic to an elliptic curve E T = C/(Z + rZ) 
where r is a complex number of positive imaginary part T2- Denote by A (A + ) the set of 
(positive) roots of q, by e a the step generators attached to the roots a and let (rj J ) be an 
orthonormal basis of the Cartan algebra t. We set u a = tr ua and v? = tr urf for u € t. We 
shall need some elliptic functions: the Jacobi theta function 

oo 

X ( Z ) = -i y (-i)V^+5) 2 +™*(^+i) ; 

i=-oo 

the Green function P x of the twisted 5-operator 

p() _ mM*+*) (42) 



4- Genus one 
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with the properties P x (z + 1) = P x (z), P x (z + t) = e~ 2nix P x (z) andP x (z) = \ + around 
z = 0, the function 

P = tfi/fii (4.3) 

s.t. p(z + 1) = p(z), p{z + r) = p(z) — 2iri, p(z) = \ + ^(1) around z = and, finally, the 
Weyl-Kac denominator 

oo 

U{u) = e 2lTiTd / 24 "J j (e™ Q - e - ™ ) ] [ [(1 - e 2MT ) r f[ (1 - e 2nieT e 2wiUa ) (4.4) 
qgA + e=i oeA 

where d denotes the dimension and r the rank of G. 

On £V a generic gauge field is in the orbit of A u = iru dz/T2 , for u G t, i.e. 

A = ^k^ 1 = {h u h)- l d{h u h) (4.5) 

where /i n = e 71 ^" 2-- " 2 )/ 7 " 2 . Consequently, the gauge fields may be parametrized by u and h. To 
avoid ambiguities, we have to identify the pairs as follows 

(u, h) ~ (wuw^ 1 , t«/i) ~ (u + (7 V , h~v h) ~ (u + r<7 V , h~^ v h), (4.6) 

for g v in the coroot lattice Q v and u; in the the normalizer N of t in G. Similarly to the genus 
zero case, we have to solve the equation 

3 = Y,»rA n (4.7) 



n 



where i/ n = (h u h)(z n ) X n {h u h)(z n ) l . Decomposing v n = J2 a v n a e a + i/° with i/° = i/j^ G t, 
we can solve the above equation if and only if ^ n i/° = 0. In that case, 

*"**(*) = U + E(E P ««^-^)^ Q ea + P^-^)^))^ (4.8) 
\ n a / 

for an arbitrary constant </?o = V ? o r ? j ' - Performing the symplectic reduction, we find 

& e ^ {(«,^,^€T*tx(x^ n )| J>° = } /n*(Q v + tQ v ) (4.9) 
where the action of Nxi(Q y + tQ v ) implements the identifications 

(u,<po,v) ~ (WUW~ 1 , WipoW' 1 , WVW~ l ) ~ (u + g V , (/?o, (^gV^nWV^™))) 
~ + T<? V , C^o , (/l~Jv (z n ) ^rgV (z n ))^j . 

The symplectic structure of 2? ' e is that of the reduction of T*tx (x ff n ) by the group Ny\(Q y + 

n 

rQ y ). Now it is easy to write down the Hitchin Hamiltonians. Let us us do it for p2 = A 
straightforward computation identifying the pole terms leads to 

h P2 = { -^2p'(z- z n )8 n + ^2p(z-z n )h n + ( 4 -!0) 
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where, as before, 5 n = \vn v n arm 



^0 = ^ Vo^O + 2 Y { Y d ^ P ^( z n ~ Z m )vy^ a ~ Z ™) U n V L), (4-11) 
j=l m,n a j=l 
r r 

h n = Yl U n<Po + Y ( Y Pu <* ( Zn ~ Zm "> V n V rn a + Y P ^ Zn ~ Zm ^ V n V C) ■ ( 4 - 12 ) 
j=l mj^n a j=l 



Note the similarity to the genus case (|3.6|) . 

Let (5/U = 5fi^d z dz be a Beltrami differential on E T behaving like &((z — z n ) 2 ) around 
the insertions. The modified complex structure corresponds to the complex coordinate z' = 
z + ^5t + <5£ 2 s.t. dgzf = (5/4 We require that 5£ z (z + 1) = 5£ z (z + r) = <5£*(z). 5r is 
determined from the condition that the integral of (5/i§ over E T is equal to that of 2^<5t. 5£ z 
is unique up to an additive constant. Note that z'(z + l) = z'(z) + 1 whereas z'{z + t) = z' + t' 
where t' = t + 5t. Hence the deformed curve is isomorphic to E T > with the punctures moved 
to z' n = z n + 5z n and the first jets of local parameters changed to x' n = Xn + $Xn with 

Sz n = ^-^5t + 5e{z n ) , Xn^Xn = t~t~ I" d z Se(z n ) ■ (4.13) 

2lT 2 2lT 2 

Again by a straightforward calculation substituting = d^z' , cutting out small balls around 
points z n and integrating by parts, we obtain 



/ h P2 6fj, = 2^1^ \ 8 n Xn l5 Xn + h n 5z n + ^-hoSTj . (4.14) 



The quantum states -0 at genus one may be characterized by giving holomorphic functions 
ip(u) on t with values in V T , the subspace of T-invariant tensors in the product V of the 
representation spaces, 

$(u) = n(u)e-^ tru2/(2r2) ® L-^n-z n )u/r 2 \ ^ Au y ( 415 ) 
The KZB connection takes the form p8| , fH] , |5l| , 50. |43|] 

V|f B ^ = E { 6 Xn(d Xn - Xn^n) + <M9*. - l -H n ) + 5r(5 T - ^- H )) (4.16) 

n 

v |r B ^ = Y (^A„ + + *r8r) # (4.17) 

n 

where A n is as before and the operators \H$ and \H n are obtained from the Hamiltonians 



k 



ho and /» k .y 2 h n by the replacement 



(2tti) 2 u " ^ (2tti) 



i.e. by the geometric quantization. The resulting Hamiltonians Hq and H n act on general 
meromorphic functions on t with values in V T . The flatness of the KZB connection is en- 
sured by their commutation: [H n , H m ] = 0, for n, m = 0, 1, . . . , following from the so called 
dynamical CYBE El. 



5. Genus two 
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§5. Genus two 

5.1. Curve and its Jacobian 

Let S be a curve of genus 2. Choosing a marking, i.e. a symplectic homology basis (A a , B a ), 
a = 1,2, on S, we may fix the corresponding basis (u; a ) of the holomorphic 1,0-forms (abelian 
differentials) s.t. J Aa uj b = 5 ab . The 5 a -periods of the abelian differentials give rise to the 
symmetric period matrix r, T ab = f Ba uj b , with a positive imaginary part. The map 

uj 2 (x) 

z(x) = -^fi (5.1) 

L0 1 (X) 

realizes E as a double covering of P 1 ramified over six Weierstrass points x n or as a hyperelliptic 
curve given by the equation 

6 

y 2 = \[(z-z n ). (5.2) 

71=1 

The coordinates z n = z(x n ) are assumed to be finite. This may be always achieved by an 
appropriate choice of the marking. Curve £ may be viewed as composed of the points (y, z) 
and of two points at infinity. The covering of P 1 is (y, z) \— > z. In this representation, the 
holomorphic 1,0-forms and the holomorphic quadratic differentials on £ have the form 

uj = (a + bz)dz/y , (3 = (a + bz + cz 2 )(dz) 2 /y 2 , (5.3) 

respectively. In particular, 

uj 1 oc dz/y, uj 2 oc zdz/y (5-4) 

with the same proportionality constant. 

The Jacobian J 1 of the degree 1 holomorphic line bundles may be represented as C 2 /(Z 2 + 
tZ, 2 ). In particular, the spin structures L, L 2 = K, correspond to points e + re' with e 6 
iZ 2 /^ 2 . There are 6 odd spin structures e n + re^ labeled by the Weierstrass points z n , the 
zeros of the holomorphic sections they admit, and 10 even spin structures without holomorphic 
sections. 



5.2. Theta functions 

The degree 1 bundles with holomorphic sections form the theta-divisor in J 1 . The holomor- 
phic sections of the fc th -power of the corresponding theta bundle over J 1 may be represented 
by the holomorphic theta functions of degree k on C 2 defined by the relations 

e nikn-rn + 2nikn-u Q( u + m + Tn) = (5 5) 

for m, n G Z 2 . They form the space of dimension k 2 . For k = 1 there is a single (up to 
normalization) theta function 

= ^ e nin - Tn+2nin - u , (5.6) 

n& 2 



192 



Systemes de Hitchin (articles) 



the Riemann theta function. For k = 2 there are four independent ^-functions. One can take 
them as 

# £ ( n ) = e "2m{n+e)-T(n+e) + 4ni(n+e)-u (5 7) 

neZ 2 

for e G ±Z 2 /Z 2 . 

•&{u + v)®{u - v) = Ge{u)6 e {v) (5.8) 

e 

is a second order theta function in both u and v. The map v *— > i?( • + • — u) determines 
an embedding of the Kummer surface J 1 /^ — C 2 /(Z 2 + rZ 2 )/Z2 onto a quartic surface 
in the 3-dimensional projective space P02 (Z2 maps the degree 1 line bundles L into L^ 1 K 
or d £ C 2 into — u). 

The double theta function Q5.Sp determines a non-degenerate symmetric quadratic form on 
the space 02 dual to 02- It permits to identify 62 with 62 by sending <fi £ O?; to l(c/)) £ G2 
defined by 

= <<?(«+ ■)<?(«- -),0>- (5-9) 

The identification exchanges the basis (0 e ) of O2 with the dual basis (#*) and the Kummer 
quartic with its dual version r J^* C P@2- ^* is composed of linear forms proportional to 
the evaluation forms <p u defined by 

(9, <t> u ) = 9(u) . (5.10) 



The group (^Z/Z) 4 of spin structures acts on 0^ for even k by endomorphisms U e e * defined 

I'.v 

{U e>e ,e)(u) = e M - Te ' +2M - u 9(u + e + Te'). (5.11) 

For k not divisible by 4 this action is only projective: U ee iUt f> = (— l) 4e '^ f/ e +/ e'+/' an d it 
lifts to a Heisenberg group. For k = 2, 

U eye i9 e » = (— l) 4e ' 6 e '+ e " . (5-12) 

The action of ?7 eje ' preserves the Kummer quartic C P©2 and the action of the transposed 
endomorphisms £7 e/ preserves J^*. 



5.3. Moduli space of SL 2 -bundles 

In the fundamental paper |115], Narasimhan and Ramanan proved that the moduli space jY s 
of the stable SL2 holomorphic bundles is canonically isomorphic to P02\^. The isomorphism 
associates to an SL2-bundle E the second order theta function 9 vanishing at the points u € C 2 
corresponding to the duals of the line-subbundles of the rank 2 bundle associated to E. In 
other words, if A is the gauge field whose ^-orbit corresponds to E and if L u denotes the 
degree 1 line bundle corresponding to u £ C 2 /(Z 2 + rZ 2 ) then the theta function 9 associated 
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to E vanishes at u if and only if there exists a pair s = (si,s 2 ) composed of sections of L u 
s.t. (d + A)s = 0. The semistable compactification of the moduli space jV s is 

^ ss = pe 2 (5.i3) 

and, exceptionally, it is smooth. The points of the Kummer quartic represent (classes of) 
the semistable but not stable bundles. Hence for G = SL2 the phase space of the Hitchin 
system on the genus 2 curve with no insertions is 

T*,yV ss T*P9 2 { (0, <f>) E G 2 x 6 2 * | 9 + 0, {9, <j>) = 0}/c x (5.14) 

with the action of t € C x given by (0,4>) 1— ► (t9,t~ 1 (ft). As a symplectic space, it is the 
symplectic reduction of T*(0 2 \ {0}) by the action of C x . Using the bases (9 e ) and (9*) to 
decompose 

9 = Y,QeO e , = 2>e£, (5-15) 

we may represent T*^V SS as the space of pairs (q,p) 6 C 4 x C 4 , q ^ 0, q ■ p = 0, with the 
identification (<?,p) ~ (ig, i _1 p) and the symplectic form induced from dp ■ dq. 

5.4. Hitchin map for G = SL 2 

The Hitchin map h p2 : T*P0 2 — > H°(K 2 ) appears to take a particularly simple form 



resembling the genus formula ( |3.6| ): 

= I £ (z X z ) (^) 2 = E^(^) 2 (5-16) 

n,m=l V Z Z «ii Z Zm > n=l n 

where 

r nm (0, 4>) = i (U en ,e'J, U e l e ,J) (U em , e ,J, U e l e ,J) (5.17) 
(the last two factors on the right hand side coincide modulo sign) and 



With the help of Eq. (|1|), r nm 's may be rewritten in the language of g's and p's as explicit 
homogeneous polynomials of order 2 in q e and in p e , see below. The identity 

r nm = (5.19) 

6 6 

holding for each n guarantees that Ff (z — z n ) Y] -, ^fp r is a quadratic polynomial 

n=l re,m=l 

in z. It follows that the right hand side of Eq. ( 5.16| ) determines a quadratic differential on E 



of the general form given by Eq. (|5.3j). 
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The equality ( |5.16 ) is not immediate. It was established in four steps. We shall only enu- 
merate them here. The two first crucial steps were performed in [73]. It was shown there that 
for any 9 / and u G C 2 s.t. 0(u) = 0, 



h P2 (6,(f> u ) 



16n< 



(d u a8(u)uj a ) 



(5.20) 



The above equation describes the quadratic polynomial h P2 (9, •) (with values in H°(K 2 )) 
on the quartic Jt^* = Jif*' D IP^ 1 " in the projectivized subspace of Q\ perpendicular to 9. In 
principal, it determines h P2 completely. It was observed then that the above formula implies 
that for each Weierstrass point z n the conic 



{C x <j) G 



h P2 (9, 



0} 



(5.21) 



is in fact the union of two bitangents to ■ The explicit equations for the bitangents to the 
Kummer quartics known since about a century permitted then to establish Eq. ( |5.16| ) up to 
multiplication by a ^-dependent factor [73|. The other steps in the proof of the formula ( |5.16 ) 
were taken in [71] were it was established that the Hitchin map h P2 possesses the important 
self-duality property: 



h P2 (t^),r 1 (8)) = h 



V2 1 



(5.22) 



or that h P2 (q,p) = h p2 (p,q) in the language of ( |5. 15| ) . This property, far from obvious in the 
original formulation of the Hitchin system, restricted the ambiguity on the right hand side of 
Eq. ( 5.1€p to a (possibly curve-dependent) constant factor. The latter was fixed in [71] by a 



tedious calculation of h P2 at special points of Jfr x ^f* 



5.5. Deformations of complex structure 

For the hyperelliptic curve, the variations of the complex structure described by the Bel- 
trami differentials 8fi on S change the images z n of the ramification points of the covering of 
P . Let us find these changes. Let 

J a = co a + 5uo a + 5io a (5.23) 

denote a deformed basis (o/ a ) of the abelian differentials with 5io a of 1,0-type and 8uj a of 
0,1-type in the original complex structure. 5uj a and 5io a have to satisfy the relations 

5uj a = uj a 5n, d(5uj a ) = -d(uj a 5fi) (5.24) 

stating, respectively, that uj' a is of the 1,0-type in the deformed structure and that it is a 
closed form. The equation for Suj a always has solutions. They are defined modulo abelian 
differentials and the ambiguity may be fixed by demanding that f Aa u>' b = 5 ab . The deformed 
covering map onto P 1 is then 

Uj' (X) LO W 

The ramification points x' n of the map z' are determined by solving the equation 



d>z'(x' n ) = 



(5.26) 
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which, upon rewriting x' n = x n + 5x n becomes 

x, .2 s:. .1 

{d) 2 z{x n )5x n + d(— ){ Xn )-d{z-^){x n ) = 0. (5.27) 

Since dz(x n ) = 0, the quadratic differential (d) 2 z(x n ) is well defined. Besides, since the 
ramification points are isolated, it does not vanish so that one may solve the above equations 
for 5x n . The ramification points x' n are mapped to 

5ui 2 

z' n = z'(x n + 5x n ) = z n H r (x n ) - z n — r (x n ). (5.28) 

lo 1 or 

We infer that 

blip 1 5uj^ 

&Z n = ^ri -2n — 1 (*^n) Z n T~ (*^n) (5.29) 

are the variations of z n corresponding to the Beltrami differential 5fx. 

We may now find the values of the Hitchin Hamiltonians hg^ = J s h P2 5fi related to the 
Beltrami differentials. Note that, by virtue of Eqs. (|5.25| ) and (|5.24j ), 

d(Sz) = d(z'-z) = d{5u) 2 )/^ - zdidu 1 )/^ 1 = -di^d^/u 1 

+ zd(io 1 5n)/Lo 1 = -^zw^/tj/w 1 + zd^Sf^/u 1 = (dz)5fi. (5.30) 

A straightforward integration by parts over the region in £ without small balls around the 
Weierstrass points x n and around 2 points at infinity gives now: 

6 

hg, 



Of 



J V n=l Z ~ Zn J Z n =l Z ~ Zn 

6 

^J2h n 8z n . (5.31) 



n=l 



The comparison with Eq. (3^8) shows an additional factor 2 which comes from the double 
covering. 

5.6. Relation to Neumann systems 

The Poisson-commutation of the Hamiltonians h n (of which any 3 give independent action 
variables of our integrable system) is equivalent to the CYB-like equations 

{ Tn ™ , J^—} + cycl. = 0, { ^ m , -^—} = (5.32) 

Zn Z m Z m Zp Z n Z m Zp Zq 

for {n, m} f] {p, q} = 0. The above relations may may be directly checked, as noticed in 
|73f . The more recent observations of the paper [ 7*2 1 on the Knizhnik-Zamolodchikov-Bernard 



connection in the same setup (see below) permit to identify the integrable system with the 
Hamiltonians h n of Eq. ( |5.18| ): it is a modified version of the classical genus 2 Neumann 



systems |120| , 114 , 11] whose original version is also rooted in the modular geometry of hy- 



perelliptic curves. This goes as follows. 
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The phase space T*P 3 (without the zero section) may be identified with the coadjoint orbit 
G\ of the complex group SL4 composed of the traceless rank 1 matrices The action of 

SL4 in A 2 C 4 preserves the quadratic form induced by the exterior product on A 2 C 4 and the 
identification A 4 C 4 = C 1 . It leads to the double covering SL4 — > SO@ if we choose in A 2 C 4 
the Pliicker basis turning the quadratic form into the sum of squares. The inverse relation is 
the complexified version of the twistor calculus. Upon the identification of s[4 with sog, the 
coadjoint orbit G\ becomes the one composed of (complex) rank 2 antisymmetric matrices 
J = (Jnm) of square zero: J 2 = 0. Such matrices are of the form J nm = Q n P m — P n Qm with 
vectors P, Q £ C 6 spanning an isotropic subspace, i.e. with Q 2 = Q ■ P = P 2 = 0. Given (q,p) 
with q ■ p = 0, in order to find the corresponding pair (Q,P), it is enough to complete vector 
q to a basis (q, f\, ^3) of C 4 s.t. /1 ■ p = f 2 ■ p = and ■ p = 1 and to set 



Q = qAh, i?=/ 2 A/ 3 , P = q/\f 2 /Q-R 
in the language of A 2 C 4 = C 6 . In the Pliicker coordinates, we may take 



(5.33) 



Qi = 


~{QiP3 + Q4P2) , 


Q2 = 


i(qiP3 - Q4P 2 ) , 


Q3 = 


-i(qiP2 + q*P3 


Qi = 


q\P2 - q^P3 , 


Q 5 = 


q2P2 + q3P3 , 


Qe = 


i{q2P2 + q3P3) 


Pi = 


1 <32P4+<?3Pl 

2 <22P2+<?3P3 ' 


P2 = 


1 q2p4-qs.Pl 

2 <J2P2+93P3 ' 


P3 = 


1 <?3P4+<72Pl 

2 <?2P2+<33P3 ' 


Pa = 


1 <J3P4-g2Pl 

2 <?2P2+<?3P3 ' 


P 5 = 


1 

2 ' 


Pe = 


i 
2 



where q\ = 9(o,o)> 12 = 9(i q), 93 = 9(o I)j 94 = 9(1 I) an d similarly for p's. In terms of (Q, P), 
the symplectic form is dP ■ dQ. The functions J nm on ^1 have the Poisson bracket 

(5.34) 
(5.35) 





{Jnmi Jmpf — Jnp 




for n,m,p different, 




{Jnm: Jpq\ — 




for n,m,p,q different 


A straightforward check shows now that 






J12 = 


\{qiPl + 92P2 - 93P3 - Q4P4) , 


Jl3 = 


-\{(llP4 - q2P3 ~ Q3P2 ~ Q4Pl) , 


J 14 = 


\ (QlP4 + 92P3 - Q3P2 ~ q4Pi) , 


Jl5 = 


~\ {llP3 ~ Q2P4 ~ q3Pl + Q4P2) , 


Jl& = 


^{QiP3 + Q2P4 + 93Pl + 94^2 ) , 


•^23 = 


~l(qiP4 ~ q2P3 + Q3P2 ~ 94Pl) , 


J24 = 


-\{llP4 + 92^3 + 93P2 + 94Pl) , 


J 2 5 = 


^{QlP3 - Q2P4 + 93P1 - 94P2) , 


J26 = 


\{<llP3 + 92P4 - 93Pl - 94^2 ) , 


•^34 = 


-|(9lPl - Q2P2 + q3P3 ~ Q4P4) , 


^35 = 


-\(<llP2 + 92P1 + 93^4 + 94P3) , 


J36 = 


-|(9lP2 - 92P1 - q3P4 + q4P3) , 


J45 = 


\{llP2 ~ q2Pl + 93P4 - 94P3) , 


J46 = 


-\{<ilP2 + q2P\ - 93P4 - q4P3) , 


J56 = 


f {llPl ~ Q2P2 ~ 93P3 + 94^4 ) 






and that 










r nm = — 


4 {Jnm) 





(5.36) 



(5.37) 
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The equations (5.32) assuring that the Hamiltonians h n = —\ ^ 



Poisson-commute 



follow directly from the S06 algebra (5.34), ( |5.35| ). The original Neumann systems are very 
similar but involve the coadjoint orbits of SOat composed from rank 2 antisymmetric matrices 
of square ^ [11]. Such orbits, contrary to the one we consider, have nontrivial standard real 
forms. 



5.7. Lax matrix approach 

Although the change of the orbit modifies dimensional counts and many details, the methods 
used in the analysis of the Neumann systems, in particular the Lax method developed in [11], 
generalize with minor variations to our system and permit to find explicitly the angle variables 
of the genus 2 Hitchin system. The Lax matrix may be taken as L(C) = (L nm (C)) with 

-^ / ram(C) = C Jnm ~l~ z n$nm ■ (5.38) 

As in p| , the Poisson brackets ( |5.34D , ( |5.35] ) may be rewritten in the matrix form as 

{1(001,181(0} = [L(C)®l,r-(C,0] " [l®£(0,r + (C,0] (5.39) 
where the r-matrices 

r^CC) = §Cig,T (5.40) 

with C mn . q p = 5 mq 5 n p and T mnm = 5 mp 5 nq satisfy the CYBE. The above form of the Poisson 
bracket implies immediately that 

{trL(C)', trLtff } = (5.41) 

for all C; C- Since 



&tr L(fSf = 2£J2 zt 1 -^-, (5-42) 



n,m=l 



1 j2 

the Hamiltonians h n = — 4 V] - may be expressed as combinations of the quantities 

trL(Q . It is not difficult to see that the converse is also true. 
More generally, Eq. ( |5.40| ) implies that 

{trL(C/,L(OI = [M e (C,C),L(C)] (5.43) 

with 

M e ((, O = l£r LiC)"- 1 + i ^ H-Cf- 1 . (5.44) 

It follows that the commuting time evolutions of the Lax matrix L(C) generated by the 
Hamiltonians h n , 

8 n L(C) = {h n , L(()}5t n , (5.45) 
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are isospectral. In other words, the spectral curve given by the characteristic equation 

det (L(C)-z) = (5.46) 

is left invariant by the dynamics generated by any of the Hamiltonians h n . An easy calculation 
using the fact that the matrix J has rank 2 gives 

det (L(C) - z) = f[(z - z n )(l + \C 2 E , _fr_ z • (5-47) 

n = 1 n,m=l ^ rn J 

Upon the substitution a = i Y\n( z ~ z n)i the characteristic equation (|5.46|) becomes 



6 6 
,2 1 TTf~ ~ \2 



J, 



Since P(z) is a polynomial in z of order 8 (see the remark after Eq. ( |5.19| )), this is the equation 
of a hyperelliptic curve 5? of genus 3 composed of pairs (a, z) and 2 points corresponding 
to z = oo. We shall consider only such points of the phase space that 5? is smooth. The 
1,0-forms 

Q b = z b dz/a (5.49) 

with b = 0, 1, 2 form a basis of the abelian differentials on 5? . 

We shall search for the eigenvectors X = (X n ) of the Lax matrix. This will allow to adapt 
the arguments described in great detail in Sect. 4 of |114| to the present case. The eigenvector 
equations 

QJ nm X m = CQn (P ■ X) - (P n (Q • X) = {z-z n )X n (5.50) 

imply that 

(z-z n )X n = aQ n + bP n . (5.51) 



Upon multiplication by a = 1 Yl n ( z ~ z n)> Eq- ( 5.50 ) becomes a system of 2 linear equa- 
tions for a and b: 

(cr + V)a + iWb = 0, 

-iUa + (a-V)b = (5.52) 



where 



6 6 „ 2 



i i z z n 

n=L n=l 



V{z) = ^^(.-^)E C ■" / ' , 



n=l n=l r ' 

6 6 p ? 



n=l n=l 
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are 4 th -order polynomials in z. The non-trivial solution exists if 

a 2 = U(z)W(z) + V{zf = P{z) (5.54) 

where the last equality follows by a straightforward check. The system ( |5.52| ) of linear equa- 
tions defines a holomorphic line subbundle L of the rank 2 bundle W = C 2 <g> <^(4p+ + 4p^) 
over the hyperelliptic curve 5^ (the coefficients behave as z A at infinity). As solutions of ( 5.52[ ) 
we may take for example 

a = a-V(z), b = iU(z) or a = -iW(z) , b = a + V(z). (5.55) 

Since a and b are proportional to z 4 at infinity, they define holomorphic sections of L C W 
regular at p^. They vanish at four points 

Pa = (V[lQ, Za) °r p£ = (-V(^), 4) , (5-56) 

respectively, where are the roots of U and are those of W . Hence the degree of the line 
bundle L is equal to 4. H°(L) has dimension 2 and is spanned by the two solutions (5.55). 



5.8. Angle variables 

The knowledge of the bundle L may be encoded in the image w of L in the Jacobian J 4 (S^) 
under the Abel map: 

4 Pa 4 Pa 

w = E [ n = E / n ( 5 - 57 ) 



Q=1 Po q=1 po 



were f2 = (O 6 ) is the vector of the abelian differentials ( |5.49| ) on and po is a fixed point 
of S*. Under the infinitesimal time evolution ( |5.45|) inducing the changes 6 n U, S n V, S n W, of 
the polynomials U, V, W, the image of the Abel map changes by 



4 / b r i 4 nb c a 

Ku " S w -£ w <5 - 58) 



The variations of the zeros of U are 



and similarly for 8 n z'^. A direct calculation gives 



5 n U(z) = {h n , U(z)}5t n = 4, J] i*n ~ zm)- 1 V{Zn)U{z) _ U M V & 6tn , (5.60) 

Z Z n 

m^tn 



see [114], page 3.69. Hence 



4 , b 

z' 



5 n w b = 4* JT (z n - Zm)" 1 U{z n ) 5t n , , _ 1 7777 , x • ( 5 - 61 ) 
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The vanishing of the sum of residues of the meromorphic form ^ z _ z z )jj(z) i m P nes that the 
last sum is equal to — z b n U{z n )~ 1 so that 

5w b = {w b ,h n }5t n = j Hizn-zm)- 1 z b n 5t n (5.62) 

which does not depend on the phase-space variables. We infer that the Hamiltonians h n 
generate constant flows on the complex torus J 4 (^) = C 3 /A where A is the lattice of periods 
of CI. Modulo a constant linear transformation, the coordinates w b , 5 = 0,1, 2, provide together 
with 3 of the Hamiltonians h n a Darboux coordinate system for T*P 3 . We have thus found 
the angle variables of the Hitchin system (as the angles of J (S fi )). 

It should be stressed that the above approach based on the Lax matrix is simpler then the 
one obtained by following the general procedure for the Hitchin systems. In particular, Eq. 



(|l.7|) giving the spectral curve "rf in the general approach is, as shown in |7lj| , 

J 2 

u nm 

{z - z n )(z - Z m ) 



- \ n,m=l 



to which one has to add the equation Q5.2p of the original curve S of genus 2. ^ is of genus 5 
and it is a ramified cover of both S (by forgetting £) and y (by setting a = 7^75 £ 2/)- While 
the general construction would give the angle variables as those of a 3-dimensional Prym 
variety in the 5-dimensional Jacobian of degree —2 line bundles on the Lax approach gave 
them as the angles of the degree 4 Jacobian of S fi . 



5.9. KZB connection 

The determinant bundle Jzf over the moduli space JV SS = P02 of the holomorphic SL2- 
bundles over the genus 2 curve coincides with the dual of the tautological bundle on FO2 so 
that H°(^ k ) is the space of homogeneous polynomials ^ of degree k on the space 02- The 
Lie algebra 506 ac ts hi the space 02 by the first order differential operators, still denoted by 
J nm , satisfying the commutation relations ( 5.340 , (|5.35| ) with the Poisson bracket replaced by 



the commutator. In the (p, g)-language they are obtained by replacing p n 's in the expressions 
(|5.36j ) for J nm by — d Xn . The KZB connection for the case in question has been work out in 
|72[| . It takes the form (up to a scalar 1-form) 

6 

vg B * = E 6z - - \ H ") * > ( 5 - 64 ) 

n=l 

V™ B * = E^™^n* (5-65) 



where 

6 j2 

Hn = _i J2 (5. 66 ) 

m^tn 

so that \H n is a quantization of / 2 ^a h n obtained by the replacement J nm 1— > j^J nm in 
the classical expression for h n . The quantum Hamiltonians H n , n = 1, . . . , 6, are commuting 
second order differential operators on 02 



6. Conclusions 
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§6. Conclusions 

We have described above in explicit terms the Hitchin integrable systems and the Knizhnik- 
Zamolodchikov-Bernard connection in the genus 0, 1 and 2 geometries, the last case only for 
G = SL2 and with no punctures. The main original contribution of the paper is the construc- 
tion of the angle variables of the genus 2 system. It is a modification of a similar construction, 
based on the use of a Lax matrix, for the classical Neumann system. The diagonalization of 
the quantized Hamiltonians H n entering the genus 2 KZB connection for G = SL2 as well 
as the identification of the genus 2 Hitchin systems with punctures and for different groups 
remain open problems. 
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